
Verif i c a t  i e  van Wiskundigzz Eewij zen door een Computer 

 e en voorstudie ten behoeve van een project  AUTOYATH) 

Colloquiumvoordracht door Prof .dr. N.G. de Brui jn aan de T.H. Eindhoven, 

9 januari 1967. 

1, Inleidinq. 

De AUTOMATH kan een automat worden d ie  wiskundige s te l l ingen  i n  per- 

fec te  vorm met bewi js en a1  a f lever t ,  m i t s  voortdurend gesouffleerd door een 

wiskundige. De mate van samenwerking tussen wns  en machine d i e  daarbi j  ver- 

e i s t  i s  l a a t  zich het  beste aanvoelen door een vergeli jking te  maken met de 

automobie 1. 

De verwachting bestaat dat de AUTOMATH binnen bestaande computers kan 

worden gereal is  ee rd, 

In het  werken met en door de AUTOMATH z i jn  v i e r  s t ad i a  t e  onderkennen. 

l o .  C,  de creatieve wiskundige, schept i e t s .  Hij s c h r i j f t  d i t  i n  voor hem 

heldere t a a l  op (of heef t dat  lang geleden reeds gedaan). Wellicht heeft  h i  j 

een aantal  belangrijke de ta i l s  geheel over het  hoofd gezien. Het opvullen 

van deze gaten vraagt vaak veel minder c r e a t i v i t e i t  dan de hoofdzaak (maa.r 

vaak ju i s t  veel  me'&! ) 
2O, R , de reproduc t ieve competente wiskundige , f ormuleert s t e  l l i n g  en bewi js  

op voor de moderne wiskundige waterdichte mbier .  H i j  moet het  betreffende 

vakgebied goed kennen, inclusief een aantal  wortels ervan. Ook moet h i j  axio- 

matisch goed geschoold zijn.  

3'. P, de wiskundige programmew, ver taa l t  de door z i jn  voornan geschreven 

teks t  i n  een s t e l  voor de AUTOMATH verteerbare aanroepen, H i  j behoeft de 

wiskundige inhoud n i e t  t e  begri  jpen, mar moet goed op de hoogte z i  jn van de 

mthematische redeneervormn, van de aanroepcodes van AUTOMATH, van de manier 

waarop die worden verwerkt. Hi j moe t voldoende ervaring hebben om kleine 

hiaten i n  de beschouwingen van R t e  kunnen constateren en opvullen. 

4O. A ,  de AUTOMATH, beschouwt de aanroepen van P als aanwijzingen voor de 

constructie van een perfecte tekst .  A volgt de aanwijzingen van P s lechts  op 
a l s  h i j  e r  QQn van de stappen i n  herkent d ie  h i j  volgens z i j n  eigen normbesef 

mag nemen. Alles wat A doet i s  goed. Of het  interessant en t e r  zake is w a t  A 

doet, hangt volledig van C ,  R en P af. A l s  a l l e s  goed verloopt l ever t  A wat R 

bedoeld heeft. O f  het  ook is w a t  C bedoeld heeft ,  is  doorgaans n i e t  meer na 

t e  gaan. 



De AUTOMATH dwingt ons t o t  def in i t i eve  en genadeloze contr6le van a l l e  

wiskundige teksten die we eraan willen onderwerpen. Reeds zonder aan het werk 

t e  gaan heef t h i  j invloed op het doen en la ten van de wiskundige. H i  j kan een 

belangri jke r o l  spelen i n  de communicatie tussen wiskundigen onderling, i n  

het  b i  j zonder i n  het publicatiewe zen. Een lang bewi js met veel oninteressant 

de tailwerk kan z i  jn u i te inde l i  jke f ormulering k r i  jgen i n  de AUTOMATH-code . 
De correctheid ervaxi, d i e  thans vaak een kmestie va.n geloofwaardigheid is,  

kan dan ten a l l e  t i j d e  worden vastgesteld, 

' ~ e t  aan ta l  dingen dat de AUTOhUTM moet doen is indrukwekkend s o o t  in 

vergeli jking t o t  de omvang van de oorspronkelijke tekst .  A l s  b i j  een i jsberg 

s teek t  s lechts  een klein  deel ervan boven water in de vorm van de aanroepen. 

We zullen a l s  voorbeeld een eenvoudige s t e l l i n g  over equivalentieklassen 

geven ( 5 4 1. 
C heeft  de Eerste fase  geschreven (omstreeks 1930, aan de s t i j l  t e  zien). 

R maakte de tweede, en misschien ook de l i j s t  i n  de kolom UITGESCHREVEN in de 

derde fase. P s c h r i  j f t  de kolom UINROEP, alslnede de expressies voor zover d ie  

door aanroepen z i  jn ingevoerd (z ie  de p i j l t j e s ) .  A s ch r i  j f t  de r e s t  van de 

expressies, houdt de s tape l  b i ~ ,  s c h r i j f t  de kolom BEWIJS, desgewenst de 

kolom UITGESCHFEVEN, en draagt de volledige verantwoordelijkheid. 

Doorgaans zal  R het  het zwaarste hebben, daar gepubliceerd mthemt i sch  

werk zeer veel onvolledigheden kan bevatten. Zijn pogingen om t o t  een voor P 

zo gemakkelijk mogelijke vorm t e  komen zouden veelal  ook kunnen leiden t o t  

een helderder presentatie van de eers te  fase. 

VdCjrdat een behoorlijke dosis ervaring is verkregen za l  het  werk voor R 

zowel a l s  voor P zeer tijdrovend zijn. Men zou het kunnen vergelijken met het  

leren schrijven van mathematische teksten i n  het  chinees, N a  een lange aan- 

leerperiode i s  het  even gemakkelijk a l s  schrijven i n  de eigen t a a l ,  EQn voor- 

deel komt a1  d i rec t :  het s ch r i  jven i n  de vreemde t a a l  dwingt t o t  duideli jker 

formulering van de gedachten. 

2, Letters en expressies. 

Letters . We onderscheiden d r i e  soorten : variabelen, ~e bonden variabelen, 

constanten. De gebonden variabelen worden door de automath zelf gekozen; h i j  b e t  

e r  geen nededelingen over, De constmten worden door de gebruiker gekozen en 

ingevoerd. met Opal of Opex. De variabelen geven subst i tut ieplaatsen in ex- 

pressiesaan; de gebmiker kan daarvoor de l e t t e r s  kiezen a l s  h i j  de expressies . 



zblf def inieer t ,  de automath kan ze naar believen wijzigen. Men bedenke dat 

de l e t t e r s  x, y, z i n  een expressiedefinit ie a l s  

i n  het  linker- zowel a l s  i n  het rechtesl id  variabelen z i j n ,  m a r  dat ze ge- 

bonden z i j n  in de formule a l s  geheel. 

Expressies. Elke variabele is een expressie. Er i s  verder een l i j s t  met een 

aantal  primitieve expressies, zoals x n y, x = y, x E ye  U i t  expressies kun- 

nen nieuwe worden gevormd door voor de variabelen expressies te  substitueren. 

Voorbeeld: met 1 (x,y), 2(u,v), 3(p,q) kan men vormen 

Ook kan men nieuwe exgressies maken u i t  reeds gevormde door quantizering. 

Voorbee lden : 

E r  z i j n  dr ie  typen van expressies: element, s e t ,  boolean. B i j  elke expressie 

dient op de een of andere wijze het  type t e  staan aangegeven, zowel a l s  het  

type van elk  van z i j n  variabelen, B i j  subst i tut ie  en quantizering z i jn  e r  

regels t.a.v. deze typen gesteld. Zo mag i n  x E y voor x een elementexpressie 

of s etexpressie worden ingevuld, voor y s lechts  een setexpressie,  he t resul-  

t a a t  van de subs t i tu t ie  is  boolean. 

Gevulde expressies ontstaan u i t  expressies door voor elke variable een con- 

s tan te  t e  substitueren, Alle regels u i t  een bewijs z i j n  gevulde boolean 

expressies. Men kan ook halfgevulde expressies toelaten (waarbij slechts 

een deel der variabelen door constanten is vervangen); deze kunnen (direct  

of ind i rec t )  s lechts  d U r  gebruikt worden w a a r  de genoemde constanten geldig 

z i  jn, 

3. Korte beschrijving van een aan ta l  elementaire operaties. 

3.1. Algemeen: De regels z i jn  beschreven met het  oog op het samenstellen van 

f ormule nr, (k) . Een f ormule ( R )  heet ge l d i g  als R < k, m i t s  e r  tussen (R) 

en (k) geen operaties van een type Afal, Afex, Killex, Afond z i j n  uitgevoerd, 

Een l e t t e r  heet een constante a l s  h i j  v66r (k) is ingevoerd d.m,v, Opal of 
J 

Opex en n i e t  inmiddels door Afal, Afex of Killex is afgevoerd. 



De automath zorgt e r  t e  a l len  t i j d e  voor dat h i j  voor gebonden varia- 

belen andere l e t t e r s  gebruikt dan de door de aanroeper ingevoerde, en zal  

zo nodig de gebonden l e t t e r s  door andere vervangen. De aanroeper hoeft deze 

l e t t e r s  n i e t  t e  kennen. 

Vele van de hierna genoemde regels hebben een aa;nroep met s lechts  ddn 

formulenummer. In veel gevallen kan de afspraak worden gemaakt dat  d i t  

nwnmer mag worden we ggelaten a l s  he t (k - I ) is. 

3.2. S tapeloperat i e s  (macro-operaties ) . 
0 p a l ( a , ~ ) .  De automath s t e l t  vast dat Z een verzamelingsexpressie is  die  op 

legitieme wijze i s  opgebouwd en maarin a l leen geldige l e t t e r s  voorkomen. Ri j  

zet  boven op de s t ape l  (a, V, (k))  en s c h r i j f t  a l s  formule 

Afal a. De automath s t e l t  vas-t dat e r  een (a,  V ,  (A)) met A < k in de s tape l  

l i g t ,  dat boven d i t  punt van de s t ape l  hoogstens ( , V, ( ) )  I s  liggen, en dat  

de laatstgenoemde inder t i jd  n i e t  z i jn  ingevoerd met behulp van verzamelings- 

expressies d ie  a bevatten, Hij schrapt nu (a, V ,  (A)) u i t  de s tape l  en s c h r i j f t  

waarbi j Z de inhoud van (k - 1 ) is met a vervangen door y ( y is een beschik- 

bare l e t t e r ) ,  en X het rechter l id  van formule (A).  

Spaaral a. A l s  Afal a, maax nu zonder (a, V ,  (1))  u i t  de s tape l  t e  schrappen. 

Opex a, De automath z i e t  dat (k - I )  de vorm heeft  van 3 
Y E X  

B(y9 H i j  

zet  boven de s t ape l  (a, 3 ,  (k))  en sch r i  j f t  

In het  geval dat  (k - I )  slechts luidde 3yc laat h i j  formule (k + I )  achter- 

wege, 

i Afex a. De automath s t e l t  vast dat e r  op de s tape l  een (a, 3, ( A ) )  l i g t ,  dat 

hoger op de s tape l  geen l e t t e r s  liggen d i e  z i  jn ingevoerd met serzamelings- 

expressies die a bevatten, en dat e r  hoger op de s tape l  geen onderstellingen 

liggen die  a bevatten. 

H i j  schrapt nu (a, 3, (R)) u i t  de s tape l  en s c h r i j f t  



vraarbij Z de inhoud van (k -  7 )  met a vervangen door y is ,  en X het  rechter- 

l i d  van (R). 

Spaarex a. Als Afex a ,  maar nu zonder (a, 3 ,  (R)) u i t  de s t ape l  t e  schrappen. 

Killex a. A l s  Afex a ,  maar de automath constateert  dat  Z de l e t t e r  a n i e t  

bevat, en s c h r i j f t  

z (k 

Opond 2. De automath constateert  dat  Z een boolean expressi'e is die  s lechts  

constanten bevat, H i  j l eg t  Ond(k) boven op de s tape l  en schr i  j f t  

Afond (k). De automath l ee s t  Ond ( A )  boven op de s tape l ,  z i e t  dat (k- 1) 

l u id t  Y, dat  ( A )  l u id t  Z, schrapt Ond ( R )  van de s t ape l  en sch r i  j f t  

3.31. Diverse operaties met wijde strekking. 

subst  ( j )  met ( R ) ,  ( s ) ,  ( t )  (in plaats  van d i t  d r i e t a l  mogen willekeurig veel 

formulenummers vermeld worden). De automath constateert  dat  ( A ? ) ,  (s) , (t) 

geldig z i j n ,  en resp. luiden x, E S x2 E S2' x3 E Sg (de x. 1s en S.  ' s  z i jn  
1 1 

expressies),  dat ( j )  geldig is  en begint met 

h i  j copieert f ormule ( j )  , met weglating van de d r i e  alsymbolen en met ver- 

vanging van a ,  b, c door resp. x a ,  x2' x3 ; plaa ts t  het  resu l taa t  a l s  (k). 

S t r i n g  ( A ) ,  (m) , (p ) , Automath cons t a t e e r t  dat  ( A ) ,  (m) , (p) geldige f ormules 

van het type a € b, a c b, a = b z i jn  die  achter elk= geschakeld kunnen 

worden zoals a € b,  b c c,  c = d, met a l s  resu l taa t  a E d. Hij l ever t  nu 

als (k)  het resu l taa t  af, 

Reverse ( R ) ,  Als (1) geldt,  en lu id t  resp. a c b, a 3 b, a = b, a V b, a A b 

dan s c h r i j f t  de automath a l s  (k) resp. b 3 a,  b c a ,  b = a, b V a, b A a. 



Opdrachten van het type '% xprdef" . Hiermee introduceert de gebruiker nieuwe 

expressies door middel van subst i tut ie  of quantizering, Be automath accep- 

t e e r t  ze pas na contrSle van de expressietypen die e r b i j  betrokken z i jn ,  

maas heeft geen bemaar tegen invoering van een reeds gedefinieerde ex- 

pressie nae t een nieuw nuxnmer. B i  jv, 

exprdef 16(x,y, z) = expr ~ ( e q r  3 (x,y), z )  , 

exprdef 18 (x ,~ ,w)  = expr 2(expr 3 ( ~ , ~ ) ,  w )  , 

exprdef I ~ ( X , ~ , Z )  = expr 2(expr 3 ( ~ , ~ ) ,  z )  . 
Q~drachten  van he t tame "emreaual" P, Voorbeeld : 

produceert 

a l s  a een geldige l e t t e r  i s ,  als ( 4 )  de geldige formule U = V is, en (m) de 

geldige formule P = Q. De automath houdt de typen i n  het  oog. 

Opdrachten van het type "tautsubst". Ek is een (eventueel door de automaat 

geautoriseerde) tautologieEnli jst, Daar s t aa t  bi jv ,  op 

Tautologie 24(a,b) := a n b c a 

Me% de opdracht 

tautsubst 24 (expr 16(x,p), expr 24 (x,y) ) 

wordt nu a l s  x en y constanten zi jn, geproduceerd (na typecontr6le) 

( e x p r W x , y ) )  n ( e x p r N x , y ) )  c e x p r 1 6 b 9 y )  (k) 



3.32. Algemene opmerking over de af le idingsregels  Reg 1, ... . B i j  de aanroep 

staan steeds QQn of meer formulenummers vermeld. De automath consta teer t  

da t  deze formules nog geldig z i j n  en gaat na of ze de b i j  de beschouwde 

af le idingsregels  genoemde vorm hebben. 2-1 een aan ta l  gevallen komt i n  zoln  

regel  een expressie (bijv. Sin rege l  4)  twee keer voor. De automath contro- 

l e e r t  dan d a t  de beide expressies d i e  h i j  daarvoor verondersteld wordt t e  

substi tueren i n  wezen aan elkaar g e l i j k  zi jn.  D i t  kan betekenen da t  in de 

d e f i n i t i e s  van deze expressies teruggegraven moet worden to tda t  b l i j k t  da t  

ze inderdaad g e l i j k  zijn. 

De h i e r  genoemde regels  staan i n  de chaotische volgorde w a a r i n  ze 

t oeva l l i g  i n  voorbeelden wesden ontmoet, 

w a i n  y een nieuwe l e t t e r  is. 

Regel 6 (R), (m), (n) 



x € S f l T  (k > 
B  =, oontradic t ie  (1 

oontradic t ie  (k > 
A A B  (1 



Regel 19 ( A ) ,  (m) , (n ) . 

4. Uitgewerkt voorbeeld 

4.1. Eerste fase 

Definitie. Een relatie E op een verzameling A heet een equivalentierelatie 

als z i j  reflexief, synxnetrisch en transitief is, d.w,zo als 

(a) x E X  '- voor alle x € A 

(b) als x y dan ook y s x 

- (c) als x Z y en y = a dan ook x. E a a 

Definitie. Een deelverzameling a van A heet een equivalentieklasse als u 

bestaat uit alle met eenzelfde element van A equivalente elernenten. 

Stelline De equivalentieklassen zijn onderling disjunct; zelfs geldt dat 

bij twee verschillende equivalentieklassen de elementen van de ene alle 



inequivalent z i j n  met d i e  van de andere, 

Bewijs. Laat CI bestaan u i t  a l l e  met u equivalente elementen, en z u i t  a l l e  

met v equivalente elementen. Neem aan da t  x  € a, y E T, x  y. Dan is u E x, 
- x = y, y 5 v (volgens (a )  i s  e r  geen verschi l  tussen b i  jv. u z x  en x  z u). 

U i t  (c)  v o l e  u Z v. Met dezelfde hulpmiddelen b l i j k t  da t  e lk  met u congruent 

element ook met v congruent is  en omgekeerd. Daaruit volgt  U = T ,  zodat de 

tweede uitspraak bewezen is. De ee r s t e  volgt  daar onmiddellijk u i t ,  

Tweede f a s e  

Opmerkingen vooraf. De r e l a t i e  f kan worden beschreven als de verzameling 

van a l l e  paren %,b7 met a € A, b E A, a 2 be Deze noemen we S. S i s  een 

deel  van A X A. De verzameling van a l l e  equivalentieklassen noemen we T, 

Om h i e r  complicaties t.a,v, de toelaatbaarheid van de f in i t i e s  t e  vermijden 

doen we a l sof  T gegeven is en aan (3) voldoet. 

Overigens wordt door nauwkeurige analyse van h e t  bewijs een k le in  

winstpuntje geboekt: he t  b l i j k t  da t  de onders te l l ing der  r e f l e x i v i t e i t  

overbodig is. 

Het is  n i e t  moei l i jk - in  t e  zien dat  ook S c A x A n i e t  behoeft t e  

worden gegist.  

Typedeclaratie: A, S, T z i j n  verzamelingen. 

Onders t e l l ingen  : 

(P(A) is de verzameling van a l l e  deelverzamelingen van A) .  

Beweringen : 

Bewijs. Z i j  a € T, z E T. Ek bestaan a E A en b E A 26 da t  a (resp. T ) de 



verzameling is van a l l e  y € A met 'a,y' E S (respa 'b, y' E s). 

Onderstel eens da t  a n 7 # $. Dan i s  e r  een x € a n 7, zodat x E a, 

x E 7. Daar x € a, is  x E A, ra,x7 E S. Daar x E T, is  ook %,xl E S. Wegens 

(1) i s  ook 'x,d € S. U i t  rb,x' € S, rx,al E S volgt  rb,J E S met behulp 

van (2). 

Voor iedere  u E a ge ld t  u E A, ra,u? E S. U i t  d i t  l a a t s t e  en u i t  

rb,a7 E S volgt  (weer met (2))  da t  %,u7 € S. Wegens u € A, k,ul € S is  

u E 7. 

Voor iedere  u E 7 ge ld t  u E A, rb,2 E S. Reeds i s  gebleken da t  r b , ~  € S, 

met behulp van (1)  b l i j k t  nu ra,b7 E S. U i t  ra,bl E S en 'b,ul E S vinden we 

(weer volgens ( 2 ) )  da t  ra,u7 E S, Wegens u E A, h,u7 E S is u E 7 .  

Bewezen is  nu da t  voor elke u € a geldt  u € T en omgekeerd. Derhalve 

is a = T .  U i t  a fl 7 # $ volgt dus a = T, en daarmee is  de ee r s t e  bewering 

bewezen. 

We gaan vervolgens u i t  van de onders te l l ing o # T. Blijkens h e t  vooraf- 

gaande is nu a n T = PI, Neem een x € a, een y € a en onderstel  da t  G,ya € S, 

We zullen h i e r u i t  een tegenspraak afleiden. 

Wegens x E a i s  x E A, ra,x7 € So Wegens y € 7 i s  y € A, rb,y7 E S. 

U i t  ra,x7 E S, bx,y7 € S volgt (wegens (2) )  ra,yT € S, Derhalve i s  y E a. 

Ook w a s  y € 7, dus y E a Cl z . D i t  is  i n  s t r i j d  met a n z = $. Daarmee is 

de tegenspraak bereikt. 

4.3. Derde fase ,  

Deze is  weergegeven op de aangehechte tabel len ( 5  blz.). De tweede fase  is  

op de m e t  gevolgd, De s tapels t ructuur  is ook gemakkelijk in de tweede f a se  

aan t e  geven; d i t  zou de  leesbaarheid van de tweede f a se  ongetwijfeld ten 

goede komen. 

Terwille van de duideli jkheid z i j n  A, S, T n i e t  op de s t ape l  vermeld; 

deze l e t t e r s  z i  jn gedurende de gehele beschouwing geldig. Men kan ook de 

onderstel l ingen (1 ), (2), ( 3 )  met Opond op de s t ape l  zetten, en ze nA (71 ) 
en (72) afvoeren. Dan komt de s lotconclusie  v r i j  van onderstellingen als 

een impl icat ie  t e  voorschijn. 
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