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door 

L.S. van Benthem Jutting 

Deze beschrijving van de oudste AUTOMATH-taal, AUT-68, is informeel. De 

eerste paragraaf ( 5  0) bevat een inleiding waarin de achtergronden van de 

taal worden geschetst en een kort historisch overzicht wordt gegeven. Dan 

wordt (in 5 1 t/m 5 4) een vereenvoudigde (ongetypeerde) versis van de taal 

gepresenteerd. In tweede instantie (5 5 t/m 8)  worden typen toegevoegd. In 

5 9 worden de taaltheoretische resultaten in vogelvlucht vermeld. Voor de 

gebruiker is 5 10 van belang. 

AUTOMATH is een taal om wiskunde te beschrijven op een zodanig precieze 

manier dat verificatie van een tekst machinaal (met een computer) kan worden 

ui tgevoerd. - 

Voordelen van zo'n taal zijn: 

i) De taal vergroot de zekerheid dat lange "vervelende" bewijzen van niet 

intu'iriefvoorde hand liggende stellingen formeel correct zijn. 

ii) 3e raal legt bloot welke stappen in een bewijs moeilijk zijn. S o d g e  

moeilijkheden zijn wellicht inherent aan de taal (die haar beperkin- 

gen heeft), maar soms geeft het gebruik van de taal ons ook meer in- 

zicht in de rnoeilijkheden van een bewijs. 

iii) De taal kan (mede in verband met het bovenstaande) zijn nut hebben 

bij de didactiek van wiskunde. Z i j  dwingt tot bezinning op de struc- 

tuur van bewijzen en maakr het mogelijk na te gaan welke axioma's 

P- zf le!-2ir-qsregeh in een 3ewijs zL:n gebruikt . 



iv) In de taal zou een soort "databank van de wiskunde" kunnen worden 

opgebouwd, een bibliotheek van wiskundeboeken die naar elkaar kunnen 

verwi j zen . 

AUTOMATH-talen verschillen in hun opzet van de meeste andere formele syste- 

men waarin wiskunde beschreven kan worden. In dergeli jke theoriek is 

meestal predicatenlogica methaar axioma's en afleidingsregels voorondersteld. 

Daaraan worden de axioma's toegevoegd over de wiskundige objecten die worden 

besproken, b.v. verzamelingen, relaties, functies, getallen, vectorruimten 

etc. In AUTOMATH daarentegen zijn functies, typen en afleidingsregels daar- 

over in de taal voorondersteld. Hieraan worden toegevoegd de axioma's over 

andere zaken, b.v. proposities, predicaten, verzamelingen, getallen. 

N.G. de Bruijn is de geestelijke vader van AUTOMATH. H i j  heeft de taal ont- 

worpen, de ideeEn geleverd en verbreid, de initiatieven genomen en de orga- 

nisatie van het AUTOMATH-project geleid, enveel werk gedaan aan formele 

definities, experimenten met practisch gebruik en taaltheorie. Verdere mede- 

werkers zijn of zijn geweest: 

Nederpelt, De Vrijer, Van Daalen : taal theorie 

Zandleven, Kornaat : computerprogramma voor verificatie 

Van Benthem Jutting, Zucker, Wieringa : schrijven van boeken in AUTOMATH. 

Werk dat is verricht: 

i) Construeren van de taal, taaldefinities, theorie over de taal, bewijzen 

van consistentie en beslisbaarheid. 

ii) Schrijven van boeken in de taal: 

Vertaling van E. Landau, Grundlagen der Analysis. 

Een boek over grondslagen van de regle analyse: reEle getallen, diffe- 

rentieren, machtreeksen, exponentisle functies. 

Een boek over correctheid van computerprogramma's. 



i i i )  Het maken van een i n t e r a c t i e f  verificatie-programma. 

i v )  Stages en afs tudeeropdrachten door s tudenten ,  0 . m .  Marcel is ,  Penning, 

Wieringa, Udding, Braun. 

1.  Boek en context  

A l l e s  w a t  i n  de t a a l  geschreven wordt,  moetworden gelezen i n  een zekere 

"context". We gebruiken d i t  woord h i e r  nog informeel en i n  een wijde z i n ,  

het k r i j g t  hieronder  een engere en meer formele be tekenis .  

I n  deze "context i n  wijde zin" onderscheiden we twee de len :  

i )  Al les  wat reeds ee rde r  is  gedef in ieerd  of afgesproken, p r imi t i eve  be- 

grippen d i e  z i j n  ingevoerd, axioma's daarover en bewezen s t e l l i n g e n .  

D i t  g edee l t e  h e e t  h e t  boek. - 
Het boek bevat  a l l e s  wat reeds i n  de t a a l  i s  geschreven, en wordt u i t -  

gebreid met wat w e  s ch r i j ven .  

i i )  De var iabe len  d i e  ge ld ig  z i j n  ("gedeclareerd" z i j n )  op de p l a a t s  waar 

we sch r i jven ,  en de onders te l l ingen  d i e  op d i e  p l a a t s  gelden. 

D i t  noemen we de context  ( i n  enge z in)  . 
De context  is l o c a a l ,  h i j  kan worden u i tgeb re id  en ingekrompen; de con- 

t e x t  kan ook l eeg  z i j n .  

2 .  Lijnen,  naam en inhoud; express ies  

Het boek is een (eindige)  r i j  van l i j n e n  ( " l i j n "  s t a a t  voor r ege l  a l i n e ,  

t e r  onderscheiding van rege l  = r u l e ) .  

Een l i j n  b e s t a a t  u i t :  

i )  Een context .  

D i t  is  de f o r a a l i s e r i n g  van bovenstaande "context i n  enge zin". 



I n  deze voor lop ige  (ongetypeerde)  v e r s i e  b e s t a a t  de context. u i t  een 

e i n d i g e  r i j  van o n d e r l i n g  v e r s c h i l l e n d e  v a r i a b e i e n .  W e  n o t e r e n  deze 

v a r i a b e l e n  t u s s e n  v i e r k a n t e  haken, 

b.v.  [ x  Icy l [ z  I .  

D e  c o n t e x t  kan l e e g  z i j n .  De l e g e  c o n t e x t  duiden we aan m e t  0 .  

i i )  Een naam. - 
Deze moet nizuw z i j n ,  d.w.2. h i j  mag n i e t  a 1  i n  h e t  boek voorkomen. 

Achter  de  naam vermelden we de  v a r i a b e l e n  u i t  de  c o n t e x t ,  

b.v.  [ x  I [ y  l [ z  I a ( x , y , z ) .  
4 

+ c o n t e x t  + naam 

i i i )  Een inhoud. 

De inhoud g e e f t  b e t e k e n i s  aan de naam, de  naam i s  een  aanduiding (of 

a f k o r t i n g )  voor  de inhoud. N a a m  en inhoud s c h e i d e n  we door h e t  

symbool := . 

Voor de inhoud z i j n  twee mogeli jkheden : 

a )  De inhoud kan z i j n  h e t  woord 'p r im ' .  

D e  in terpre ta t i e  is d a t  de naam een  p r i m i t i e f  o b j e c t  a a n d u i d t .  

b.v.  Een boek o v e r  n a t u u r l i j k e  g e t a l l e n  kan beginnen m e t  de l i j n e n :  

8 1 := ' p r im'  

[ X  ] suc (x) := ' p r im '  

I n  deze l i j n e n  z i j n  1 en  de opvolger  a l s  p r i m i t i e v e  begr ippen 

ingevoerd.  

b )  D e  inhoud kan ook een  e x p r e s s i e  z i j n .  

W e  behandelen e x p r e s s i e s  i n  de volgende p a r a g r a a f .  

3 .  E x p r e s s i e s ,  a b s t r a c t i e  en a p p l i c a t i e  

We de f in iken  i n  deze paragraaf wat expressies z i j n .  We gaan d a a r b i j  uit 



van sen boek en een contcixt, d i e  we op de meeste p laa tsen  n i e t  e x p l i c i e t  

noemen. 

i )  Esn va r i abe l e  u i t  de context  i s  een expres s i e .  

ii) Als h e t  boek een l i j n  bevat 

[x l [ y  l [ z  I a (x ,y , z>  := ... 
en a l s  A , B , C  express ies  z i j n ,  dan i s  a(A,B,C) een expres s i e .  

Analoog voor langere  of k o r t e r e  contexten. 

D i t  s o o r t  express ies  heten constante-expressies .  

b . v .  Het i n  de vor ige  paragraaf  begonnen boek kunnen we u i t b r e i d e n  met 

de l i j n e n  : 

0 2 := s u c ( l )  

8 3 a :a suc(2)  

[ X  1 plusZ(x)  := SUC(SUC(X))  

8 3b := p l u s 2 ( i )  

i i i )  Als i n  de context  [ x  ] I y  ] [ z  1, A een express ie  i s , d a n  i s  i n  de context  

[X ] [ y  1, [ z  ]A een express ie .  

D i t  s o o r t  exp res s i e s  he ten  abs t r ac t i e - expres s i e s .  

Opm. z kan dus " in  A voorkomen" hoewel z n i e t  i n  de context  voorkomt. 

I n t e r p r e t a t i e .  [ z  ]A betekent :  

de f u n c t i e  d i e  aan z toevoegt de functiewaarde A .  

NB. [ z  ]A wordt i n  de X-calculus genoteerd a l s  1 z . A  . (Dat we van deze - 
gebru ike l i j ke  n o t a t i e  afwijken komt onder meer door beperkingen van de 

verzameling van ka rak te r s  op onze input/output-apparatuur). 

b.v. T .o .v .  he t  bovenstaande boek z i j n  op l ege  context  de volgende u i t -  

drukkingen expressies: 



[ x  IsucCx) 

[Y I X  

[ y  1 1 .  

Ze hebben a l s  i n t e r p r e t a t i e  achtereenvolgens: de opvolger func t ie ,  

de ident ieke  f u n c t i e  en de constante  f u n c t i e  me& waarde I .  

We kunnen h e t  boek u i tb re iden  met de l i j n e n :  

0 sucf := [x ] suc(x)  

8 id£  := [x ]x 

i v )  Als A en B express ies  z i j n ,  dan i s  &B een express ie .  

D i t  s o o r t  express ies  heten appl ica t ie -express ies .  

I n t e r u r e t a t i e .  <A>B betekent :  

de functiewaarde van de f u n c t i e  B i n  h e t  punt A. 

NB. <A>B wordt i n  gewonesteksten meestal genoteerd a l s  B(A); - 
&B wordt i n  de A-calculus genoteerd a l s  (BA). 

W A  sch r i jven  de f u n c t i e  dus achter  her argument. 

Daar z i j n  technische redenen voor,  he t  i s  even wennen. 

b.v. T . o . v .  h e t  bovenstaande boek z i j n  op lege context  de volgende 

uitdrukkingen express ies :  

<2>sucf 

<3a>idf 

<l>[x 12 

met a l s  i n t e r p r e t a t i e  r e s p e c t i e v e l i j k :  

de waarde van de opvolgerfunct ie  i n  h e t  punt 2 ,  

de waarde van de ident ieke  f u n c t i e  i n  h e t  punt 3a, 

de waarde van de constante  f u n c t i e  2 i n  h e t  punt 1 .  

9 e t  boek kan worden u i tgebre id  pe t  de i i j n :  



8 3c  := <2>sucf. 

Verder i s  op c o n r e x t  [ f  ] [ g  ] de  u i t d r u k k i n g  

[ x  ] < < e g > f  een e x p r e s s i e .  

D e  i n t e q r e t a t i e  h i e r v a n  i s :  de  f u n c t i e  d i e  a a n  i e d e r e  x toe-  

voeg t  de waarde van f  i n  h e t  pun t  <x>g, d a t  i s  de  compos i t i e  

van f  e n  g, f  o g. 

We b r e i d e n  h e r  boek nog c i t  met de  l i j n e n :  

Ef IEg I comp(f,g) := [x I<<x>g>f 

0 p lus2f  := comp(sucf , s u c f )  

Het boek is nu: 

8 1 : ' p r im '  

[ X  1 SUC (x) := ' p r im '  

0 2 := s u c ( l )  

0 3 a : = s u c ( 2 )  

Ex I p l u s 2  (x) : = SUC (SUC (x)  ) 

8 3b : p l u s 2 ( 1 )  

0 s u c f  := [ x  ] suc (x)  

8 i d f  : [ x  I x  

0 3c . - . <2>sucf 

Ef 1[g I comp(f,g) := [ x  I<<x>g>f 

0 p l u s  2f := comp ( s u c f ,  s u c f )  

4 .  S u b s t i t u t i e ,  r e d u c t i e ,  d e f i n i t i e g e l i j k h e i d  

Zij E een e x p r e s s i e  op c o n t e x t  [x ][y ] [ z  1. 

Laa t  A,B,C e x p r e s s i e s  z i j n  op een zekere  c o n t e x t  C. Dan i s  



de express ie  d i e  je  k r i j g t  door i n  E simultaan x door A ,  y door B en 

z door C t e  vervangen. 

E i s  dus een expres s i e  op context  c .  
' A B C  

*. 1.  H e t  zou kunnen d a t  i n  E var iabe len  u i t  de context  c gebonden voor- 

komen; d a t  g e e f t  problemen, b .v.  

Deze problemen z i j n  bekend, en opgelos t ,  we gaan e r  h i e r  n i e t  op in .  a 

2 .  De subs t i t u r i e -ope ra to r  i s  een opera tor  i n  de rnetaikuz. 

I n  h e t  volgende gaan we ervan u i t  d a t  s u b s t i t u t i e  goed gedef in ieerd  i s .  

1.v.m de bovenvermelde i n t e r p r e t a t i e  l i g t  h e t  voor de hand sotmnige ex- 

p r e s s i e s  a l s  "he tze l fde  betekenend" of "ge l i jk"  t e  beschouwen. Zo l i j k e n  

i n  ons boek 3a, 3b en 3c al lemaal  he t ze l fde  t e  betekenen, n l .  suc ( suc (1 ) ) .  

We kunnen g e l i j k h e i d  v a s t s t e l l e n  door express ies  " u i t  t e  werken". D i t  

"uitwerken" noemen we reduceren. E r  z i j n  i n  onze t a a l  twee be l angr i jke  

r educ t i ep r inc ipes  : 

i )  6-reduct ie  : 

Als [x ] [ y  ][z  ] a (x ,y , z )  := E een l i j n  i s  i n  h e t  boek en a l s  

a(A,B,C) een expres s i e  i s  op zekere context ,  dan ge ld t :  

* Y Z E .  We zeggen: a(A,B,C) reduceer t  naar S A 

6-reductie komt dus neer  op " d e f i n i t i e  toepassen". 

ii) a-reduct ie  : 

Als <A>[x ]B een express ie  i s  dan ge ld t :  



We reggen &[x ]B reduceert  naar s>. 

B-reductie komt dus neer op " func t i e  toepassenu.  

b . v .  <I>[x ] < < e [ y  ] s u c ( ~ ) > [ z  ] suc(z)  >0 

<<l>[y ]suc(y)>[z ]suc(z)  >B 

suc(<l>[y l suc (y ) ) .  

> is  de monotone a f s l u i t i n g  van > en > D e  r e l a t i e  > hee t  r educ t i e .  
B 6 ' 

b.v. 1 .  <I>[x ]<<x>[y ]suc(y)>[z ] suc(z)  > . > B 0 

suc(<l>[y ] suc (y ) )  > 

suc(suc(  1) )  ( v e r g e l i j k  voorbeeld b i j  6-reductie) 

2 .  3c > <2>sucf > <2>[x ]suc(x)  > suc(2)  > s u c ( s u c ( l ) )  

3. plus'£ > comp(sucf,sucf) > [x l<~x>sucf>sucf  > 

[X ]<<x>[y ]suc(y)>sucf  > [ x  l<suc(x)>suc£ > 

[ X  ]<suc(x)>[y ] suc(y)  > [ x  I suc(suc(x) )  

= is  de e q u i v a l e n t i e r e l a t i e  voortgebracht door >. De r e l a t i e  = heet def i -  
D D - 
n i t i e g e l i j k h e i d .  

I n t e r p r e t a t i e .  twee d e f i n i t i e g e l i j k e  express ies  z i j n  namen voor he t ze l fde  

ob jec t .  

b .v.  1. 3a ; 3c want 3a > suc(2)  en 3c > suc(2)  

2 .  3a = 3b want 3a > suc ( suc (1 ) )  en 3b > suc(suc(1) )  D 

3 .  3b ; 3c want 3a 5 3c en 3a = 3b. D 

Opgaven. I .  bewijs 3a 5 <I>plus?f 

2 .  bewijs plus2f ; [x Ip lus2(x)  

5. Typering 

Tot zover hebben we een "ongetypeerde ve r s i e "  gegeven van AUT-68. Bezwaren 

h i e r t egen  z i  jn b .v. : 



' )  In  ons boek kun j e  t . 0 . v .  een lege context  opschri jven 

wat reduceer t  naar 

D i t  i s  n i e t  goed t e  i n t e r p r e t e r e n .  

2)  Er doen z ich  r a r e  ve r sch i jn se l en  voor,  e r  z i j n  b.v. express ies  d i e  j e  

kan b l i j v z n  reduceren: 

<[X ] < w x > [ x  ] < e x  >s naar  z ichze l f !  

Deze bezwaren kunnen we opheffen door van i ede r  ob jec t  de "funkt ionele  

s t ruc tuu r"  v a s t  t e  leggen. We wi l l en  voor i e d e r  ob jec t  kunnen v a s t s t e l l e n  

of h e t  een f u n c t i e  is of n i e t ,  en zo j a ,  wat z i j n  "domein" en z i j n  

"bereik" z i j n .  We e i sen  dan ook nog d a t  a l l6bn  ficncfies mogen worden 

I I toegepast" en dan nog a l lggn  op objec ten  u i t  hun domein. D i t  wordt be- 

r e i k t  door typering.  Het toevoegen van typen geef t  de t a a l  AUT-68. 

I n  AUT-68 z i j n  de objec ten  (aangeduid door express ies )  ingedeeld i n  

d i s j u n c t e  k l a s sen ,  de zgn. typen. Ook deze typen worden aangeduid door 

express ies  . 

We geven e e r s t  een a a n t a l  d e f i n i t i e s  en convent ies  i n  de metataal :  

Expressies d i e  objec ten  aanduiden noemen we 3-expressies.  

I I typen 11 # I  11 2-expressies.  

Wet woord & w e '  I I 11 1-expressie. 

We duiden 3-expressies aan met hoofd le t t e r s :  A,B,C, ... 
11 I! 2-expressies " gr iekse  l e t t e r s :  a ,S ,y , .  .. 

2-expressies hebben dezelfde s y n t a c t i s c h e s t r u c t u u r  a l s  3-expressies;  

h e t  kunnen z i j n :  



v a r i a b e l e n  

c o n s t a n t e - e x p r e s s i e s  

a b s t r a c t i e - e x p r e s s i e s  

a p p l i c a t i e - e x p r e s s i e s .  

Het i a l  van e l k e  e x p r e s s i e  v a s t s t a a n  of h e t  een  3 -express ie  of een  

2-express ie  i s ,  en a l s  h e t  een 3 -express ie  i s ,  v a t  z i j n  type  i s .  

I n  de  t a a l  hebben we f o m l e s :  

A: a  met i n t e r p r e t a t i e :  A h e e f t  type a 

a : ' t y p e f  " I I  : a i s  een  type .  

6 .  Contexten en l i j n e n  

Op een  a a n t a l  p l a a t s e n  g e e f t  d e  t y p e r i n g  a a n l e i d i n g  t o t  w i j z i g i n g  van de 

e e r d e r  gegeven t a a l r e g e l s .  

F )  c o n t e x t e n ,  v a r i a b e l e n  voor o b j e c t e n ,  v a r i a b e l e n  voor typen 

B i j  de v a r i a b e l e n  i n  de  c o n t e x t  wordt aangegeven w a t  hun type i s  a l s  

de  v a r i a b e l e  een 3-express ie  is :  [x:a]  e n  e r  wordt aangegeven d a t  h i j  

een type  i s  a l s  de  v a r i a b e l e  een 2-express ie  i s :  [Y: ' t y p e '  1 

b.v .  Een moge l i jke  c o n t e x t  i s  dus 

[x: ' t y p e '  I [y :x l .  

ii) de inhoud van een l i j n  

Zoals i n  52 vermeld,  g e e f t  de inhoud van de  

naam. 

l i j n  de b e t e k e n i s  van een  

a )  De naam kan een  p r i m i t i e f  o b j e c t  aanduiden.  Dan moet e c h t e r  z i j n  

type vas  t s t a a n ,  d e  inhoud i s  dan 

'p r im '  :a 

De naam kan ook een  p r i m i t i e f  type aanduiden.  De inhoud i s  dan 

'pr im'  : ' t y p e r .  

b . v .  Een BUT-68 boek over  n a t u u r l i j k e  g e e a l l e n  kan beginnen met de 



l i j n e n :  

8 n a t  := ' p r im '  : ' t y p e '  

8 1 := ' p r im'  : n a t  

[ x : n a t ]  suc (x)  := ' p r im '  : n a t  

I n  deze l i j n e n  i s  n a t  ingevoerd a l s  een  p r i m i t i e f  t y p e ,  h e t  type 

van de n a t u u r l i j k e  g e t a l l e n .  Daarna z i j n  1 en de opvolger  van  een 

n a t u u r l i j k  g e t a l  a l s  p r i m i t i e v e  begr ippen  ingevoerd.  

We kunnen nu ook, voor  w i l l e k e u r i g e  n ,  R~ a l s  p r i m i t i e f  type  i n 7  

voeren:  

[ n : n a t ]  R ( n )  := ' p r im '  : ' t y p e ' .  

n  En daarna  i n  i e d e r e  R de n u l v e c t o r  a l s  p r i m i t i e f  o b j e c t :  

[n :na t ]  O(n) := ' p r im '  : W(n).  

b )  De naam h o e f t  n i e t  een p r i m i t i e f  o b j e c t  of een p r i m i t i e f  type  aan 

t e  du iden ,  h i j  kan ook een  g e d e f i n i e e r d  o b j e c t  aanduiden of een 

gedef i n i e e r d  type .  

De inhoud van de l i j n  i s  i n  deze  g e v a l l e n  een  formule:  

A:a r e s p .  a : ' t y p e ' .  

b.v. Het boek over  n a t u u r l i j k e  g e t a l l e n  kan doorgaan m e t :  

8 2 := s u c ( 1 )  : n a t  

8 3a := suc ( 2 )  : n a t  

[x :na t ]  p l u s 2 ( x )  := s u c ( s u c ( x ) )  : n a t  

@ 3b := plus2(1)  : n a t  

7 .  De t y p e r i n g s o p e r a t o r  T 

Het z a l  d u i d e l i j k  z i j n  d a t  we hierboven a l s  l a a t s t e  l i j n  n i e t  w i l l e n  

accep t e r e n  



vas tges t e ld .  We kunnen Cat d i t  n i e t  acceptabel  i s  kan "mechanisch" worden 

n l .  b i j  i ede r  ob jec t  (gegeven door een 3-expressie ) z i j n  type berekenen. 

Er i s  een opera tor  T :  3-expressies  + 2-expressies 26 d a t  voor i ede re  

3-expressie A g e l d t  A : T(A). 

We hebben v i e r  geval len:  

L) A = x , een va r i abe l e .  

Dan i s  x gegeven met z i j n  type: [x:a] en e r  g e l d t  ~ ( x )  = a .  

i i )  A = a(B,C) , een constante-expressie .  

Dan s t a a t  i n  h e t  boek een l i j n :  

[x: . . . f [ y  : . . . I  a(x,y)  := E : a 

of  [x: . . . ] [ y  : ]  a (x ,y)  := 'prim' : a 

en e r  ge ld t :  r (a(B,C))  - S a.  

X 
b.v.  r ( p l u s 2 ( 1 ) )  = S , n a t  = n a t  

r (O(2) )  = s:R(~) = IR(2). 

iii) A = [x:a]B, een abs t r ac t i e - expres s i e .  

A i s  dan een f u n c t i e ,  de v a r i a b e l e  x h e e f t  ook i n  abs t r ac t i e - expres s i e s  

z i j n  type b i j  z ich.  De f u n c t i e  A h e e f t  a l s  domein a en a l s  be re ik  h e t  - 

type van B .  .We de f in ig ren :  T([X:U]B) [X:U]T(B) .  

NB. [x :a ]@ moet dus worden geznterpre teerd  a l s  "het  type van de func t i e s  

van a naar B".  [x :a ]@ s t e l t  geen fdnctie voor! 

Complicatie.  Zoals we hebben gezien kunnen ook typen afhangen van een 

parameter: we construeerden a1 h e t  type W(n) voor i ede r  n a t u u r l i j k  

g e t a l  n. D i t  g ee f t  ons ( i n  de i n t e r p r e t a t i e )  een "r i j  van typen" 

R ( 1 ) ,  IR(?), . . . , maar voor deze r i j  a l s  "object"  i s  geen e x ~ r e s s i e  i n  

de t a a l .  We1 ge ld t :  

-r([x:nat]O(x)) = [ x : n a t ] ~ ( O ( x ) )  = [ x : n a t ] R ( x ) .  



[x:nat]R(x) moet dus worden geinterpreteerd als "het type van de 

functies die aan elks n i N een vector in R(n) toevoegen" 

ofwel 

"het cartesisch produkt R(l) x IR(2)  x R ( 3 )  x . . .". 
Voor de rij ~ ( 1 1 ,  1R(2), R(3) ,  ... is dus geen expressie in de taal, 
maar we1 voor zijn cartesisch produkt. 

Samenvattend. [x:a]B wordt geinterpreteerd als een functie. 

Als x niet in B voorkomt is dit een constante functie. 

[x:a]~ wordt gernter~reteerd als een cartesisch produkt. 

a 
., Als x niet in f3 voorkomt is dit isomorf met 6 . 

iv) A = <B>C. 

We definigren T(<B>C) = < B x ( C ) .  

We eisen nu voor de inhoud van een lijn in het boek: 

A ; a is een correcte inhoud allggn als T(X) = a. D 

b.v. We kunnen ons boek uitbreiden met de lijnen: 

0 sucf := [x:nat]suc(x) : [x:natlnat 

0 idf := [x:nat]x : [x:nat]nat 

8 3c := <2>sucf : nat 

[ f :  [x:natlnatl[g: [x:natlnatl 

comp(f,g) := [x:nat]<<x>g>f : [x:natlnat 

0 plus2f := comp(sucf ,SUC£) : [x:nat]nat 

8 Of := [x:nat]~(x) : [x:nat]R(x) 

Merk op dat [x:nat]nat staat voor "het type van de functies nat + nat" 

en [x:nat]~(x) voor "het cartesisch produkt van de typen R(x)". 

Merk ook op dat voor de lijn 3c geldt: 

~(<2>sucf) = <2>~(sucf) = <2>[x:natlnat > nat. B 



van a i t e l b a a r  v e e l  copieen van N. 

<2>[x:nat]nat  moet worden g e r n t e r p r e t e e r d  a l s  de tweede cop ie  van N, 

en dus n i e t  a l s  een zekere  f u n c t i e  toegepas t  op 2. - 
8- reduc t ie  voor  2-express ies  i s  dus h e t  s e l e c t e r e n  van een "coGrdinaat- 

as" van  een c a r t e s i s c h  produkt .  

5. C o r r e c t h e i d  

We w i l l e n  nu beperkingen aan e x p r e s s i e s  opleggen zodat  e r  geen " e x p r e s s i e s  

zonder i n t e r p r e t a t i e "  o n t s t a a n .  Zo hebben w e  b .v .  geen i n t e r p r e t a t i e  voor  

<2>1 "omdat 1 geen f u n c t i e  is",  en  ook n i e t  voor  comp(1 ,2 )  "omdat 1 e n  2 

geen f u n c t i e s  z i j n " .  We zeggen i n  d i t  l a a t s t e  geva l :  de r i j  (1 ,2 )  past n i e t  

b i j  de c o n t e x t  [f:[~:nat]nat][~:[x:nat]nat] ( d a t  i s  de  c o n t e x t  van de  l i j n  

waar comp i s  g e d e f i n i e e r d ) .  

We d e f i n i 6 r e n  nu w a t  p a s s e n  is .  

I n  d e  d e f i n i t i e  s t e l l e n  de l e t t e r s  A , B  en  C 2- of 3 -express ies  voor ( d i t  i n  

a f w i j k i n g  van wat e l d e r s  i s  afgesproken!) .  

- 

d e f i n i t i e .  De r i j  (A,B,C) past i n  de c o n t e x t  [ x :  . . . ] [ y  : . . . ] [ z : . . . ]  a l s  g e l d t :  

r ( A )  ; T ( X )  of  A en  x  z i j n  b e i d e  2 -express ies ,  

r (B)  5 s ~ ( Y )  of B e n  y  z i j n  b e i d e  2 -express ies ,  

T ( C )  = S T ( Z )  of C en  z z i j n  b e i d e  2 -express ies .  
D A B  

Analoog voor  l angere  of k o r t e r e  r i j e n  en con tex ten .  

Doordat s u b s t i t u t i e  een  r o l  s p e e l t ,  i s  de  d e f i n i t i e  gecompliceerd.  Dat d i t  

nodig i s  komt door con tex ten  z o a l s  

[ x : ' t y p e l l l y : x l .  

Een r i j  d i e  h i e r i n  p a s t  i s  ( n a t  , 2 ) .  

Een r i j  d i e  n i e t  p a s t  i s  ( n a t , s u c f ) .  

We d e f i n i e r e n  nu c o r r e c t h e i d  van 2- en  3 -express ies ,  t . 0 . v .  e e a  gegeven 



boek en een gegeven context .  

i) Als [ x : ' t y p e ' ]  i n  de context ,  dan i s  x  een co r rec t e  2-expressie.  

Als [x : a ]  i n  de context ,  dan i s  x  sen  co r r ec t e  3-expressie.  

i i )  Als A , B , C  c o r r e c t z i j n ,  A , B  en C z i j n  2- of 3-expressies ,  a l s  (A,B,c) 

pas t  i n  [x:  . . . ] [ y  : . . . ] [ z : . . . l ,  en 

a)  als nu [x: .. . ] [y: .  . . J [ z : . .  . I  a (x ,y , z )  := 'prim' : ' t y p e t  

of [x: . . . ] [ y  : . . . l [ z : . . . ]  a (x ,y ,z )  := a  : ' type'  

een l i j n  i s  i n  h e t  boek, dan i s  a(A,B,C) een co r rec t e  2-expressie.  

b)  a l s  [x:  ... Icy: ... l [ z :  ... I a (x ,y , z>  := 'prim' : a 

of [x: ... Icy:.  .. ICz: ... I a (x ,y , z )  = D : a 

een l i j n  i s  i n  h e t  boek, dan i s  a(A,B,C) een co r rec t e  3-expressie.  

i i i )  Als i n  context  [x :  . . . I [  y : . . . ]  a een co r rec t e  2-expressie i s ,  en 

a )  a l s  nu i n  context  [x:  . . . ]  [y:  . . . ]  [z :a ]  6 een co r rec t e  2-expressie  i s ,  

dan i s  i n  context  [x:  . . . ]  [Y: . . . ]  [ z  :a]  0 een co r r ec t e  2-expressie . 

b) Als i n  context  [x: . . .] [y : .  . . ]  [z :a ]  A een co r rec t e  3-expressie i s ,  

dan i s  i n  context  [x:  . . . ]  [y:  . . . ] [z:a]A een co r rec t e  3-expressie.  

i v )  a)  Als A een c o r r e c t e  3-expressie i s  en a  een co r rec t e  2-expressie,  en - 

a l s  a = [x:T(A)]B voor zekere $,  D 

dan i s  @a een c o r r e c t e  2-expressie 

Opm. a i s  een c a r t e s i s c h  produkt van typen, <A>a i s  een "cozrdinaat- - 
as". 

b )  Als A en B co r r ec t e  3-expressies z i j n  en a l s  

T ( B )  g [x:T(A)]$ voor zekere 6, 

dan i s  < b B  een co r rec t e  3-expressie.  

Opm. Omdat r (B) ;  [x:T(A)]B, i s  B een f u n c t i e  met domein r(A).  - 
We s t e l l e n  a l s  e i s :  a l l e  express ies  i n  een boek moeten c o r r e c t  z i j n .  



b .v. Dit geldt voor ons boek: 

8 nat := 'prim' 

0 1 := 'prim' 

[x:natl suc(x) : = 'prim' 

: 'type' 

: nat 

: nat 

[n:nat] R(n) := 'prim' : 'typef 

[n:natl O(n) := 'primf : R(n) 

0 2 := suc(1) : nat 

8 3a := suc(2) : nat 

[x:natl plus2(x) := suc(suc(x)) : nat 

8 3b := plus2(1) : nat 

0 sucf := Ex:natlsuc(x) : [x:natlnat 

8 id£ := [x:nat]x : 1x:natlnat 

[f: Cx:natlnatl [g: [x:nat]natl 

comp(f,g) := [x:nat]<<x>g>f : [x:nat]nat 

8 plus2f := comp(sucf ,sucf) : [x:nat]nat 

9. Taaltheorie in een notedop 

Het belangrijkste probleem bij verificatie is het vaststellen van defini- 
' 

tiegelijkheid van expressies. De theorie van AUTOMATH, hoofdzakelijk ont- 

wikkeld door Nederpelt en Van Daalen, houdt zich dan ook vooral bezig 

met definitiegelijkheid en reductie. 

Zij >> de reflexieve en transitieve afsluiting van >. Een expressie heet 

normaal als zij niet reduceert. Een expressie A normaliseert als er een 

normale expressie B bestaat met A>>B. 

Een expressie A nomaliseert sterk als er geen oneindige rij AI,AZ, ... 



bestaat met .A > .A 
1 

> A2 > . . .  . 
Church-Rosser geldt voor A als geldt: 

Als A >> B en A >> C 

dan bestaat D met 

B >> D en C >> D. 

Als Church-Rosser geldt voor A dan is er hoogstens G n  normale B waarnaar A 

reduceert. Als A bovendien sterk normaliseert dan wordt B in eindig veel 

stappen bereikt, welke weg je ook kiest. 

Voor veel AUTOMATH-talen (daaronder AUT-68) zijn Church-Rosser en sterke 

normalisatie bewezen voor alle correcte expressies. Dit geeft "theoretische" 

beslisbaarheid van de relatie =. Voor "practische" beslisbaarheid is een 
D 

goede strategie van het programma nodig. Het is niet doenlijk om definitie- 

gelijkheid alleen via normale expressies vast te stellen. 

10. Enkele technische oprnerkingen 

i) Contexrbeheer 

In tegenstelling tot wat tot hiertoe is gesteld, worden contexten uit- 

gebreid in aparte lijnen, zgn. contextlijnen. In gewone lijnen wordt 

eventueel naar zo'n contextlijn verwezen door een context-indicatie. 

De context-indicatie wordt van de naam gescheiden door het symbool @. 

Lijnen zonder @ hebben de context van de vorige lijn. We illustreren 

het gebruik aan een voorbeeld: 

b.v. 

@[x:al [y:Bl  [ z : y l  

a(x,y,z) := . .. 
b(x,y,z) := . . .  

@ c := .. . 

context-ui tbreiding (op @) 

context [x l[y l [ z  I 

context [x 1 [Z ] 

context 0 



t 3 j ( x , y , t )  : .. .  
i i )  Weglaten van v a r i a b e l e n  

c o n t e x t  [x  I Cy . I 

c o n t e x t  [ x  I 

con tex t -u i  t b r e i d i n g  (op [ x  1 ) 

c o n t e x t  [x l [ z : 6 l  

c o n t e x t  [x IEy I 

c o n t e x t  [ x  1 [ z : 6 ]  

c o n t e x t - u i t b r e i d i n g  (op [ x  ][y 1) 

c o n t e x t  [ x  ] [Y 1 [ t  ]  

I n  t e g e n s t e l l i n g  t o t  wat t o t  h i e r t o e  i s  g e s t e l d ,  worden b i j  de namen 

n i e t  de v a r i a b e l e n  u i t  de c o n t e x t  v e m e l d .  I n  h e t  s t u k  h ie rboven  wordt - 
dan ook n i e t  geschreven 

maar a  := ..., b := ..., d  := ... e t c .  

De v a r i a b e l e n  kunnen worden a f g e l e z e n  u i t  de c o n t e x t .  

Verder i s  e r  een  mogel i jkheid  om op andere  p l a a t s e n  v a r i a b e l e n  weg t e  

l a t e n  a c h t e r  een naam, vooraan t e  beginnen. A l s  b i j v o o r b e e l d  de  naam 

a g c d e f i n i e e r d  was op c o n t e x t  [x :a][y:B]  dan mag l a t e r  a(x,A) worden 

a f g e k o r t  t o t  a ( A ) ,  en a ( x , y )  t o t  a .  

Opm. a(A,y) kan n i e t  worden a f g e k o r t !  - 
i i i )  De vorm van namen; ( i n ) f i x - s c h r i j f w i j z e  

A l s  naam i s  i e d e r e  r i j  van l e t t e r s ,  c i j f e r s  en  - ( o n d e r s t r e e ~ t e  s p a t i e )  

toeges  t aan .  

b.v.  de  - b r u i j n  

a u t  68 - 
D e r g e l i j k e  namen kunnen ook a l s  v a r i a b e l e n  worden g e b r u i k t . n e t  i s  handig  

om voor  v a r i a b e l e n  zoveel  mogel i jk  enke le  l e t t e r s  t e  k i e z e n  en  voor nvnen 



langere woorden. Ook i s  her  handig om "sprekende" namen t e  bedenken 

voor be l angr i jke  begrippen. 

Om de  leesbaarheid voor mensen t e  vergro ten  i s  ook ( i n ) f i x - n o t a t i e  

toegestaan.  E r  z i j n  twee soor ten  ( i n )  fix-namen: 

a )  Een a a n t a l  spec i a l e  symbolen, W . O .  =, +, -, *, I ,  & 

b)  Vrijwel a l l e s  wat geschreven wordt tussen  quotes 

b.v.  '< ' ,  I+- ' ,  'of" ,  '=j' 

Fix-nota t ie  wordt opgevoerd - met ( 1  of 2) va r i abe l en  

b.v. @[x:na t l  

x l l l  . := ... (voor h e t  pos t - f ix  symbool ' I ') . 

(voor h e t  i n - f ix  symbool +) . 

Verderop i n  h e t  boek kan nu geschreven worden 2 ' ! '  en 2 + 1 .  Voor h e t  

ont leden van express ies  z i j n  nu haakjes  nodig: I + 2  + 3 mag n i e t ,  en 

1 + 2 = 3 ook n i e t .  

i v )  Als teken voor "einde van de l i j n "  wordt gebru ik t  $. 

We geven a l s  i l l u s t r a t i e  nog een keer  ons boek; we hebben s o m i g e  na- 

men door f ix-namen vervangen. 

8 n a t  := 'pr im'  : ' t y p e '  $ 

1 := 'prim' : n a t  $ 

[x :na t ]  $ 

X'SUC' := 'pr im'  : n a t  $ 

@ [ n : n a t ]  $ 

R := 'prim' : ' t ype '  $ 

0 := 'pr imf : R(n)  $ 



@ 2 := I'sucf : nat $ 

3 a := 2'suc1 : nat $ 

x @ plus2 := (X~SUC')~SUC' : nat _ $ 

@ 3b := plus2(1) : nat $ 

sucf := [x:nat] (x'suc') : [x:nat]nat $ 

id£ := [x:nat]x : [x:nat]nat $ 

[f:[x:nat]nat][g:[x:nat]natl $ 

f'o'g := [x:nat]<eg>f : [x:nat]nat $ 

@ plus2f := sucf'ofsucf : [x:natlnat $ 

Of := [x:nat]O(x) : [x:nat]R(x) $ 

v) Tenslotte willen we opmerken dat in oudere stukken over AUTOMATH 

andere notaties in zwang zijn: 

b.v. PN voor 'prim'; 

x := EB : a of x := - : a voor contextuitbreiding [x:a] 

(er wordt dan dus 6Gn variabele per lijn ingevoerd); 

{A)B voor &B 9 [x,~]A voor [x:u]A; 

A 5 a voor A : a; 

* voor @. 

Literatuur 

1. N.G. de Brui jn :  WTOMATH, a language for mathematics; Een serie lezingen 

in MontrZal, 1971. Lecture notes by B. Fawcett. Les presses de 

11Universit6 MontrGal, 1973. 

2. D.T. van Daalen: A description of AUTOMATH and some aspects of its 

language theory; Proceedings of the symposium .4PLASM Vol 1 .  

?? ? 3rz'fs~c. Orsap France, 1973. 



3. J. Zucker: Formalization of classical mathematics in AUTOMATH; Actes 

of the International Logic Colloquium, Clermont Ferrand 1975. 

6. R.P. Nrdrrpslt: Presentation of natural deduction; Recueil des 

travaux de LIInstitut Mathgmatique, Nouvelle slrie, tome 2(10), 

Beograd, 19 77. 

5. N.G. de Bruijn: A survey of the project AUTOMATH; To H.B. Curry. Essays 

in combinatory logic, lambda calculus and formalism. Academic Press 

1980. 



b u e n d i x :  v o o r h e e l d t z k s t  met  commentaar 

3 prop  := ' p r i m '  : ' t y p e '  

p  @ Y ' p  := ' p r i m '  : 'type' 

[ P : p r e d ( a ) ]  

v := ' p r i m '  

[u :  [ x : a ]  'k1<x>P] 

: ' t y p e '  

: p r o p  

V-in := ' p r i m '  : ' t- 'V(a,P) 

V-el := ' p r i m '  

s p e c  :a V  - e l ( a , P , u , a )  : ' kT<a>P  

s @ pl*'q := V ( ' k l p ,  [x: ' k ' p l q )  : prop  

[ u :  [x : ' t - 'p l ' t - 'q l  

q in := 'd - i n ( ' k f p ,  [x :  ' C 1 p l q , u )  : 'k' (P'*'Q) 



@ 1 := V(prop, [x:propl x) : prop - 1 1  

p 3 [u:';-'l] 

1-e 1 := V-el (prop, [x:proP]'k'x,u,p) : r'ifp 

n - ant - so-imp := qin(p,q, [x: 'I-'pll-el(p,q,u,x)) : 'I-' (pt*'q) - 13 

q @ [u:'ttql 

cons-so-imp := *-in(p,q,[x:'l-'plu) : 'k' (p '*' q) 

q 8 [u:'tf (pf-'q)1[v:'k"lfq] 

mod to1 - := trans*(p,q,l,u,v) : tl'p 15 - 



q 2 [u:'~' ('l'p'-r'-J'q) I 

conrrapos- 2 

[u: 'i-'PI 

v- in- 1 

:= l l t p l ~ l q  : prop - ! 

proof- by- cases 

:= d b l  neg law(r,l in('llr,[x: 'I-' 'l'rl - - - 
e l ( r , l , x  , - 

C. - el('l1p,q,u,1-in(p, 
[ y :  - el(r,l,x,<y>v))>w))) : 'k'r 



q @ [u: [x: 'I-l l l V p 1  ' k ' q l  

u @ [ ~ : ' l - ' ' l ' ~ ]  

no t-case-2 := not-case-l (q,p,com-~(p,q,u) ,v) : ' k ' p  



Commentaar 

' .  ''prop" i s  he t  type van de p r o p o s i t i e s .  - 

2 .  We voeren voor toekomstig gebruik d r i e  p ropos i t i e s  p,q en r i n .  - 

2. hls p een p r o p o s i t i e  i s  kunnen we zeggen: "p". 

We bedoelen dan: " ik  beweer p", 

of misschien: " ik  heb een bewijs voor p". 

Deze taaldaad hee t  de a s s e r t i e  van p .  

11 sommige formele sys temen wordt h i  j weergegeven door "kp". 

111 AUTOMATH wordt de a s s e r t i e  weergegeven door bewijzen van p ropos i t i e s  a l s  

ob jec ten  i n  t e  voeren: 

"proofs a s  objects" .  

(Het zou we1 anders kunnen maar d i t  i s  de "na tuur l i jke"  manier.) 

We hebben voor i ede re  p ropos i t i e  p  h e t  type van de bewijzen van p: 

11 p ropos i t ions  a s  types". 

We geven d i t  type weer door 'k 'p .  

u i s  een bewijs  voor p" 
"u: 'b 'pl '  wordt ge' interpre teerd  a l s  

We hebben nu d r i e  mogelijke manieren om bewijzen t e  introduceren:  

i )  a l s  va r i abe l e  i n  een context :  

i" l a a t  u  een bewijs z i j n  voor p" 
. . . [u: tI-lpl i n t e r p r e t a t i e :  

"onders t e l  p" , 

i i )  a l s  p r imi t i e f  ob jec t :  
ax i s  een p r imi t i e f  bewijs voor p" 

y 6 ax := ' i f  : - i n t e r p r e t a t i e :  
p i s  een axioma", 



iii) a l s  afkortingscons t a n t e :  

I' s t  i s  h e t  bewijs  van p z o a l s  gegeven 

y @ s t  := X : 'C1p i n t e r p r e t a t i e :  in de e x p r e s s i e  A" 

(A i s  een  e x p r e s s i e )  is een s t e l l i n g  (met b e v i j s  A)". 

4 .  - Z i j  a een  type.  

Een p r e d i c a a t  over  a  i s  +en f u n c t i e  d i e  aan e l k e  x van type a een p r o p o s i t i e  

coevoegt ,  dus een  f u n c t i e  met t y p e  [x:a]prop.  

We d e f i n i g r e n  dus p red  := [x:a]prop.  

A l s  nu P : p r e d ( a ) ,  dan i s  P een  p r e d i c a a t  over  a .  

Merk op d a t ,  voor a : a ,  de  p r o p o s i t i e  C O P  z e g t  d a t  P g e l d t  i n  a .  

5 .  Hoe komen we aan p r o p o s i t i e s ?  

Het b l i j k t  d a t  h i e r v o o r  fundamenteel  i s  de 

u n i v e r s e l e  quan tor .  

Deze wordt a l s  p r i m i t i e v e  p r o p o s i t i e  ingevoerd.  

6 .  Hoe leggen w e  de  b e t e k e n i s  van deze p r o p o s i t i e  v a s t ?  

We doen d i t  door twee g e b r u i k s r e g e l s :  

i )  een r e g e l  d i e  z e g t  hoe we kunnen concZuderen d a t  de p r o p o s i t i e  g e l d t :  

i n t r o d u c t i e r e g e l ,  

ii) een r e g e l  d i e  zeg t  hoe we kunnen gebruiken d a t  de  p r o p o s i t i e  g e l d t ;  

e l i m i n a t i e r e g e l .  

ad i )  Hoe v ind  i k  een  bewijs voor  V ( a  ,P)? 

I1 I t  1 1  11 I* i n  'I-'V(a,P)? 

I n t u i t i e :  a l s  ik voor i e d e r e  x : a  een bewi j s  heb voor <x>P; 

11 ( 1  I1 I1 
" e e n o b j e c t  " i n  'kl<x>P; 



a l s  i k  een  f u n c t i e  heb i n  [x:aI1l-'<x>P. 
+ i 

c a r t e s i s c h  produkt!  

Deze i n t u i t i e  leggen we v a s t  i n  een  ( p r i m i t i e v e )  i n t r o d u c t i e r e g e l .  

7 .  ad i i )  Hoe gebru ik  i k  d a t  i k  weet d a t  V(a,P) g e l d t ?  - 

I n t u i t i e :  Als  i k  een  o b j e c t  a  : a  heb en  i k  weet V(a ,P) ,  dan z a l  gelden <a>P. 

Deze i n t u i t i e  leggen we v a s t  i n  een ( p r i m i t i e v e )  e l i m i n a t i e r e g e l .  

3 e  r e g e l  i s  i n  de l o g i c a  bekend a l s  s p e c i a l i s a t i e .  

Opmerkingen. 1 )  D e  r e g e l s  z i j n  i n  zekere  z i j *  e l k a a r s  i n v e r s e .  

Ze zeggen d a t  f u n c t i e s  u : [ x : a ] ' k l < x > ~  

corresponderen met o b j e c t e n  v : ' k f V ( a , P ) .  

2 )  Het l o g i s c h e  systeem d a t  op een d e r g e l i j k e  manier aan d e  lo-  

g i s c h e  e p e r a t o r e n  k o p p e l t  hun i n t r o d u c t i e -  en 

e l i m i n a t i e r e g e l s ,  h e e t  NATWRLIJKE DEDUCTIE. 

8. I m p l i c a t i e  - 
- 

L a a t  p  en  q p r o p o s i t i e s  z i j n .  

We beschouwen nu een p r e d i c a a t  over  h e t  type '1-'p, dus h e t  t y p e  van de  bewijzen 

van p ,  en  we1 h e t  p r e d i c a a t  

Cx: ' k ' p l q ,  

d a t  aan i e d e r  bewi j s  van p  de  p r o p o s i t i e  q toevoeg t .  

D i t  i s  dus ,  i n  zekere  z i n ,  een "cons tan t  p r e d i c a a t " ,  immers i n  q komt geen x 

voor .  

Wat b e t e k e n t  nu V(  ' /- 'p,[x: ' k ' p l q ) ?  

Dat b e t e k e n t  d a t  voor i e d e r  bewi j s  x van p  de p r o p o s i t i e  q  g e l d t .  

Ofwel: a l s  p  g e l d t ,  dan g e l d t  q  ook: p * q. 

D i t  wordr onze d e f i n i t i e  van pl- 'q. 



9 .  Met deze  d e f i n i t i e  kunnen we nu i n t r o d u c t i e -  en e l i m i n a t i e r e g e l s  voor  - 
pl*'q a f l e i d e n .  

i n t r o d u c t i e :  We kunnen pl- 'q a f l e i d e n ,  

a l s  we een f u n c t i e  hebben van bewijzen van p n a a r  bewi jzen  van q ;  

II  11 I1 1 I " van type [x: ' I - ' p l l t l q .  

'1-'plprop = pred( '!- 'p)  D 

: [ x :  ' k T p l  ' F ' q  [r: %'c-[y: ' P p l q .  

H i e r u i t  v o l g t :  q i n ( p  , q , u )  : ' l- 'V('+'p, [x:  ' k ' p ] q )  5 ' if ( p l - f q ) .  

e l i m i n a t i e :  D i t  i s  de bekende r e g e l  modus ponens.  

G a  n a  d a t  de  a f l e i d i n g  k l o p t .  

10. We kunnen nu ook bewijzen d a t  g e l d t  p  * p. ( r e f l e x i v i t e i t  van *) - 
We o n d e r s t e l l e n  d a t  p 4 q  en q  - r 
e n  bewijzen dan p  * r. ( t r a n s i t i v i t e i t  van *) 

1 1 .  C o n t r a d i c t i e  - 
W e  d e f i n i E r e n  c o n t r a d i c t i e  I a l s  " a l l e  p r o p o s i t i e s  gelden". 

D i t  g e e f t  ons de r e g e l :  

" u i t  de c o n t r a d i c t i e  v o l g t  p" 

"ex f a l s o  s e q u i t u r  q u o d l i b e t " ,  

want d i t  was immers onze d e f i n i t i e  van falsum! 

12 .  Nega t i e  - 
We def  i n i g r e n :  ' q t p  := p v - ' l .  

D i t  g e e f t  ons weer een i n t r o d u c t i e r e g e l :  



a l s  we een f u n c t i e  hebben van type [x: ' F r p ]  ' k ' l ,  

?,an kunnen we b e s l u i t s n  t o t  ' l ' p ,  

en  een  e l i m i n a t i e r e g e l :  

a l s  g e l d t  p en  ook ' l ' p ,  dan g e l d t  een w i l l e k e u r i g e  p r o p o s i t i e  q .  

I.3. We l e i d e n  nu a£: - 
o n d e r s t e l  l p  , dan g e l d t  p q; 

11 q , dan g e l d t  p  * q .  

: 4 .  We voegen een nieuw axioma toe :  - 
o n d e r s t e l  T p  , dan g e l d t  ( p e r  axioma) p .  

Opmerking. Zonder deze double n e g a t i o n  law hebben we een systeem voor  

15, e n i g e  s t e l l i n g e n  over  - en  1: - 
modus t o l l e n s :  o n d e r s t e l  p  q  en ? q ,  dan g e l d t  l p ;  

c o n t r a p o s i t i e :  I I P * 9  , dan g e l d t  l q  1, 7 p  

" l p  * 7 q  , dan g e l d t  q  * p 

(deze l a a t s t e  g e b r u i k t  de double n e g a t i o n  law!). 

Verder : o n d e r s t e l  p  en l q ,  dan g e l d t  l ( p  q). 

Omgekeerd : o n d e r s t e l  l ( p  * q ) ,  dan g e l d t  p en ook l q .  

d i s i u n c t i e :  

pvq := 1 p  -b 9. 

We l e i d e n  af : 

twee i n t r o d u c t i e r e g e l s :  1 )  o n d e r s t e l  p ,  dan g e l d t  pvq 

2 I t  q, dan ge ldc  p v q ,  



en een eliminatieregel, het bewijs door gevalonderscheiding: 

onderstel pvq 

uit p kan ik r afleiden dan geldt r. 

q 
I1 I 1  r " 

III ons formularium: u : " r ' p ' v ' q  

v : [x : ' \ - 'PI ' \ - ' I :  (V is een functie van bewijzen van p 

naar bewi j zen van r) 

w : [ ~ : ~ l - ~ q ] ~ l - ' r  

dan v el(p,q,r,u,v,w) : 'k'r. - - 


