
Inleiding

Dezesyllabus bedoelt te zijn een inleiding in de Eindige Meetkunde. Een uit-
puttende behandelingwordt niet nagestreefd. Veeleerwordt getracht de lezers
vertrouwd te makeneneeneind op wegte helpenmet eengroot aantal begrippen
en onderwerpen, waarna zij wordt gericht op de syllabus Classical groups van
Higman [12] en op de boeken van Dembowski [6], Hughes-Piper [14], Gruenberg-
Weir [7] en Hirschfeld [13].
Het uitgangspunt (Hoofdstuk 1) wordt gevormd door eenruimtelijk e benadering
van de klassiekecon�guraties van Desarguesen Pascal. In Hoofdstuk 2 wordt de
projectieve meetkunde geintroduceerdvia de structuur der deelruimten, zowel
axiomatisch alsmet behulp van vectorruimten over een(eindig) lichaam. De the-
orie der projectieve vlakken wordt ingeleid in Hoofdstuk 3, met het accent op de
combinatorische eigenschappen. Een aantal begrippen, zoalsspreads,Baer sub-
vlakken, Singer cycles, niet-Desarguesevlakken, translatievlakken, wordt toe-
gelicht door voorbeelden. Met enige uitv oerigheid wordt in Hoofdstuk 4 de
polaire meetkunde behandeld, met speciale aandacht voor de combinatorische
toepassingenvan de symplectische, unitaire en orthogonale meetkunden (ook
van karakteristiek 2). Hoofdstuk 5 is gewijd aan de kwadratische verzamelin-
gen zoals ovalen en ovoiden. Ook de lijnen meetkunde, de Tits-ovoide en de
meetkunden van M•obius en Hjelmslev komen aan de orde. De samenstelleris
dankbaar voor de goederaad van vele collegasin binnen- en buitenland. In het
bijzonder vermeldt hij de medewerking van A. Blokhuis en W. Haemers.
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Ho ofdstuk 1

Klassiek e con�guraties

1.1 De con�guratie van Desargues (1593{1662)

Beschouw vijf punten 1, 2, 3, 4, 5 in de ruimte, waarvan geenviertal coplanair
is (d.w.z. op �e�en vlak ligt). De tien paren der punten bepalen tien rechten, de
tien trip els tien vlakken. Als we dit geheelsnijden met eenniet ongeschikt vlak
(een vlak dat geenvan de vijf punten bevat en niet evenwijdig loopt met een
van de lijnen of vlakken) dan ontstaat de con�gur atie van Desargues:

Figuur 1.1: de con�guratie van Desargues
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Dezecon�guratie ligt ten grondslagaan de volgendestelling: Laten in eenvlak
tweeperspectivisch gelegendriehoeken gegeven zijn (d.w.z. de verbindingslijnen
van \o vereenkomstige" hoekpunten gaandoor �e�en punt, het perspectiviteitscen-
trum), zeg de driehoeken 13, 14, 15 en 23, 24, 25 met perspectiviteitscentrum
12, dan liggen de snijpunten 34, 35, 45 van de corresponderendezijden van deze
driehoeken op eenrechte (de perspectiviteitsas).
Dit is de stelling van Desargues. Het bewijs verloopt als volgt. Richt een of
andere rechte op in het punt 12 (niet in het vlak) en kies daarop willekeurig
twee punten 1 en 2. Bepaal nu de volgendepunten: 3 := (1 [ 13) \ (2 [ 23),
4 := (1 [ 14) \ (2 [ 24) en 5 := (1 [ 15) \ (2 [ 25).
De vijf punten 1, 2, 3, 4, 5 bepalennu in het vlak eencon�guratie van Desargues,
die preciesgelijk is aan de oorspronkelijke �guur. Hieruit volgt dat 34, 45, 53
op eenrechte liggen.

1.2 Opmerkingen

Bij de constructie hebben wij slechts gebruik gemaakt van de projectieve be-
werkingen \ = snijden en [ = verbinden.
Bij het bewijs hebben wij gebruik gemaakt van het feit dat ons vlak zich in de
ruimte bevindt. Een platlander zou dit bewijs niet kunnen geven. (Een gevolg
hiervan is dat in eenprojectief vlak, dat gelegenis in eenruimte met meer dan
tweedimensiesde stelling van Desarguesgeldt; er zijn echter projectievevlakken
waarin dezestelling niet geldt, zoalswe later zullen zien.)
Kiezen we het snijvlak \ongeschikt" dan ontstaan bijzondere gevallen van de
stelling.
In het eerstegeval komt de stelling van Desarguesneer op de pyramide eigen-
schap: als PR k P0R0 en RQ k R0Q0, dan PQ k P 0Q0.
Neem het snijvlak door 12\ 345. dan ligt het perspectiviteitscentrum (12) op
de perspectiviteitsas (345). We noemende perspectiviteit in dit geval eenelatie
(in het anderegeval eenhomologie). In het geval 12 k 345 komen het centrum
zowel als de as in oneindig te liggen en lopen dus alle overeenkomstige lijnen
parallel; we hebben dan eentranslatie. De stelling van Desargueskomt nu neer
op de prisma-eigenschap: als PP0 k QQ0 k RR0 en PR k P 0R0, RQ k R0Q0, dan
PQ k P 0Q0.
De stelling van Desarguesimpliceert dus de prisma-eigenschap, omgekeerdech-
ter niet: het is mogelijk dat in een projectief vlak de prisma-eigenschap geldt,
maar de stelling van Desarguesniet.
Als van tweedriehoeken de verbindingslijnen der corresponderendehoekpunten
door �e�en punt gaan, dan liggen de snijpunten der corresponderendezijden op
�e�en lijn.
Als we de duale uitspraak bekijken (we vervangenpunt door lijn en omgekeerd)
dan krijgen we het omgekeerdevan de stelling van Desargues:
Als van tweedriehoeken de snijpunten der corresponderendezijden op een lijn
liggen, dan gaan de verbindingslijnen der corresponderendehoekpunten door
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Figuur 1.2: (i) snijvlak k 345 (ii) snijvlak k 12

�e�en punt. (De operatiessnijden en verbinden, \ en [ worden bij dualiserenook
verwisseld.)

Opga ve 1 Legeenverbandtussendecon�guratie van DesarguesendePetersen-
graaf. Laat zien dat hieruit volgt dat de Petersen-graafSym(5) als groep van
automor�smen heeft.

De zeshoeken van Pascal (1623-1662)en Pappus(250-300),
Beschouw zes punten 12, 23, 34, 45, 56, 61 op een kegelsnede(resp. op twee
rechten in een vlak). Dan liggen de snijpunten 123/456, 234/561, 345/612 op
eenrechte.
Voor het bewijs construeren wij een ruimtelijk e zeshoek 1, 2, 3, 4, 5, 6 van
Dandelin (1794-1849),waarvan de zijden op eeneenbladige hyperboloide liggen.
Elkeeenbladigehyperboloidebevat tweestelselsS en T van rechten. Tweerech-
ten van hetzelfde stelselkruisen; tweerechten van verschillende stelselssnijden
(of zijn evenwijdig): Laat de hyperboloide gegeven zijn door de vergelijking

x2

a2 +
y2

b2 �
z2

c2 = 1:

laat de lijnen van stelselS bepaald worden door

s1

� x
a

�
z
c

�
= s2

�
1 �

y
b

�
;
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Figuur 1.3: de prisma eigenschap

s2

� x
a

+
z
c

�
= s1

�
1 +

y
b

�
;

en de lijnen van het stelselT door

t1

� x
a

�
z
c

�
= t2

�
1 +

y
b

�
;

t2

� x
a

+
z
c

�
= t1

�
1 �

y
b

�
;

De zeshoek van Dandelin ontstaat nu alsvolgt. Beschouw eenhyperboloidedoor
de gegeven kegelsnede(resp. door de beide gegeven rechten). Neem de rechten
van het stelsel S door de punten 23, 45, 61. Noem de verkregensnijpunten 2,
3, 4, 5, 6, 1.
Bekijken we vervolgensP := 12\ 45, Q := 23\ 56, R := 34\ 61, dan zien we
dat 123\ 456= PQ, 234\ 561= QR, 345\ 612= RP.
De snijpunten van PQ, PR enQR met het vlak van deellips liggenop eenrechte
omdat de lijnen PQ, PR en QR in �e�en vlak liggen. Maar dezesnijpunten zijn
juist gelijk aan de drie snijpunten uit de stelling.

Opga ve 2 Dualiseer de stelling van Pascal. (Bedenk dat dualisering van een
kegelsnede(verzamelingvan punten) weer een kegelsnede(nu een verzameling
van raaklijnen) oplevert.) Het resultaat van de dualisering is de stelling van
Brianchon (1783{1864).
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Figuur 1.4: de zeshoeken van Pascalen Pappus

De stelling van Pappus impliceert de stelling van Desargues,het omgekeerde
geldt alleen in het eindige geval. (Zie [19].)
Een bijzonder geval van de stelling van Pappusontstaat wanneerde correspon-
derendelijnen parallel lopen, de drie 'snijpunten' komen dan op de oneindige
rechte te liggen.
123k 456, 234k 561, 345k 612.
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Figuur 1.5: de zeshoek van Dandelin

Figuur 1.6: de con�guratie van Pappus



Ho ofdstuk 2

Pro jectiev e meetkunde

2.1 Pro jectiev e ruim ten

Een projectieve ruimte is eenpaar (P; L ) bestaandeuit eenverzamelingP (de
punten) en een collectie L (de lijnen) van deelverzamelingenvan P zodat aan
de volgendedrie eigenschappen is voldaan.

PG 1. Elk tweetal (verschillende) punten ligt op �e�en lijn.

PG 2. Elke lijn bevat tenminste 3 punten.

PG 3. Het axioma van Pasch: Als twee lijnen l en m elkaar snijden in een
punt C, en A, D zijn twee van C verschillende punten van l , B , E twee
van C verschillende punten van m, dan hebben de lijnen AB en DE een
snijpunt.

Opmerking. Axioma's zijn binnen een wiskundige theorie op te vatten als
'spelregels',de bedoeling is natuurlijk wel dat het spel dat je gaat speleniets met
de werkelijkheid te maken heeft; het zijn echter geenvan hogerhandvastgestelde
'eeuwige' waarheden.

Een deelruimte van eenprojectieve ruimte (P; L ) is eendeelverzameling� � P
met de eigenschap:

8P 2 P : 8Q 2 P : 8R 2 P [ Q : ((P 2 �; Q 2 � ) ) R 2 � ):

Met andere woorden, als een deelruimte twee punten bevat, dan bevat hij de
hele lijn door die tweepunten.
Met de bijb ehorendelijnen is de deelruimte zelf weer een projectieve ruimte.
Voorbeeldenvan deelruimten zijn:

; ; f Pg voor P 2 P; f P j P 2 lg voor l 2 L :

Drie punten die niet op eenlijn liggen bepaleneenvlak (alle X 2 P op P1 [ S,
S 2 P2 [ P3 en de bijb ehorende lijnen), 4 niet in een vlak liggende punten
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Figuur 2.1: de Pasch-con�guratie

bepaleneen3-ruimte (alle X 2 P op P4 [ S, S 2 P1 [ P2 [ P3), etcetera. Een
hypervlak is een maximale echte deelruimte. Een projectieve meetkunde is de
verzamelingvan alle deelruimten van een projectieve ruimte. Hieruit ontstaat
eena�ene meetkundewanneeruit elkedeelruimte dedoorsnedemet eengegeven
hypervlak wordt weggelaten(onze \gewone" ruimte is een a�ene ruimte, het
vlak dat is \w eggelaten" is het vlak in het oneindige).
Een verzameling van d + 1 elementen met al zijn deelverzamelingenis op te
vatten als een \magere" projectieve meetkunde (vervang PG 2 door: elke lijn
bevat tenminste twee punten). De lijnen zijn de paren elementen (de vlakken
de drietallen, de hypervlakken de d-tallen etcetera). (Zie [28]). Ga na dat aan
het axioma van Pasch voldaan wordt omdat de voorwaarden leegzijn.
De deelruimten van een projectieve meetkunde vormen een lattice (rooster),
waarin � \ � de doorsnedeen � [ � de kleinste omvattende deelruimte van de
deelruimten � en � is, en waarin de projectieve ruimte P zelf de grootste en ;
de kleinste deelruimte is. Deze lattice is atomair (een punt heeft slechts ; als
echt deel), gecomplementeerd (8x 9x0 : (x [ x0 = P; x \ x0 = ; )), en modulair,
d.w.z. er bestaat geenEuclidische deellattice:
Omgekeerd is elke atomaire, gecomplementeerde, modulaire lattice een (even-
tueel magere)projectieve meetkunde. (zie [27], p. 139).
Een vlag is eenstelseldeelruimten

; = D � 1 � D0 � : : : � D i � 1 � D i � : : : � P

zodat, voor i = 0; 1; 2; : : :, elke D i � 1 een echte deelruimte is van D i , en geen
echte deelruimten tussenD i � 1 en D i bestaan.
Wij beperken ons tot projectieve meetkunden P met eindige vlaggen; van een
projectieve meetkunde heeft elke vlag dezelfde lengte =: 1 + dim P. Voor de
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deelruimten D en E van P geldt:

dim D + dim E = dim D [ E + dim D \ E:

Voor het bewijs van de volgendestelling verwijzen we naar de redeneringin 1.1
Als eenprojectieve ruimte dimensiegroter dan 2 heeft, dan geldt de stelling van
Desarguesvoor elk deelvlak.
We zullen echter projectieve vlakken ontmoeten waarvoor de stelling van Desar-
guesniet geldt. Zulke projectieve vlakken kunnen dus niet als deelvlak worden
ingebed in projectieve ruimten van dimensie meer dan 2. Projectieve ruim-
ten waarin de stelling van Desarguesgeldt kunnen worden geco•ordinatiseerd
met behulp van een scheef lichaam, en met behulp van een lichaam wanneer
de projectieve ruimte eindig is (d.w.z. een eindig aantal punten bevat). Deze
aankondiging legaliseertde volgendeparagraaf.

2.2 Pro jectiev e ruim ten over een lic haam

Zij V (d + 1; F) een vectorruimte van dimensie d + 1 over een lichaam F. De
lineaire deelruimten van V (d + 1; F) vormen een projectieve meetkunde van
dimensie d. Inderdaad, noem de 1-dimensionalelineaire deelruimten de pro-
jectieve punten en de 2-dimensionalelineaire deelruimten de projectieve lijnen.
De projectieve punten en lijnen voldoen aan de axioma's (ga na!) PG 1, 2, 3.
De aldus verkregenprojectieve ruimte wordt genoteerdmet PG(d;F). Als F
het eindige Galois lichaam F q = GF (q), q = pk , p priem is, dan schrijv en we
ook wel PG(d;q). De magereprojectieve meetkunde op d + 1 punten zou dan
worden genoteerdmet PG(d;1) (dit wordt later nog toegelicht).
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In PG(d;F) geldt de stelling van Desargues,ook voor d = 2. Inderdaad,
PG(2; F) kan worden ingebed in PG(3; F).
Zij H eenlineaire deelruimte van V (d+ 1; F). De 
at door p 2 V en evenwijdig
aan H is de verzamelingf p+ h j h 2 H g. Selecteerin V (d+ 1; F) eenhypervlak
H en een
at A k H , A 6= H . De doorsnedenvan A met de lineaire deelruimten
in V (d + 1; F) zijn 
ats. Omdat A \ H = ; vormen deze 
ats een a�ene
meetkunde, aan te duiden met AG(d;F).
Projectieve lijnen en punten (zoals � en � ) corresponderenmet a�ene lijnen en
punten in A (zoals a en P), behalve de lijnen en punten in H !
Voor een eindig lichaam F q kunnen de aantallen deelruimten worden geteld.
Wij bepaleneersthet aantal lineaire deelruimten van dimensiem van de vector-
ruimte V (n; q), m � n. Het aantal verzamelingenvan m lineair onafhankelijke
vectoren in V (n; q) is

(qn � 1)(qn � q)(qn � q2) : : : (qn � qn � 1):

Van dezeverzamelingenbepalenechter steeds

(qm � 1)(qm � q) : : : (qm � qm � 1)

dezelfde lineaire deelruimte V (m; q). Het quotient van deze uitdrukkingen is
dus het aantal der V (m; q) in V (n; q). Dit quotient noteren wij met behulp van
de q-analogavan de faculteit (!) en van de binomiaalcoe�cien t

� n
m

�
:

nq: := (q � 1)� n (qn � 1)(qn � 1 � 1) : : : (q � 1);
�

n
m

�

q
:=

nq:
mq: (n � m)q:

:
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Dezede�nities worden gelegaliseerddoor de limieten:

lim
q! 1

nq: = n!; lim
q! 1

�
n
m

�

q
=

�
n
m

�
:

Stelling 2.1 Het aantal lineaire deelruimten V (m; q) in V (n; q), m � n, be-

draagt
�

n
m

�

q
.

Als er geenverwarring optreedt laten wij de index q weg.

Stelling 2.2 Het aantal e-dimensionaledeelruimten in PG(d;q) bedraagt
�

d + 1
e+ 1

�
.

(A ls we q = 1 nemenkrijgen we dus precies het aantal e-dimensionaledeelruim-
ten van een magere PG.) Het aantal e-dimensionale 
ats in AG(d;q) bedraagt

qd� e

�
d
e

�
.

Het tweededeel van deze stelling is in te zien door eerst het aantal 
ats te
nemen dat door de oorsprong gaat en vervolgens te bedenken dat een klasse
evenwijdige e-
ats uit qd� e elementen bestaat.

Stelling 2.3 De V (1; q) en de V (m; q) van een V (n; q), m � n, vormen de

punten en de blokken van een 2 �
��

n
1

�
;
�

m
1

�
;
�

n � 2
m � 2

��
design. Dit

design is symmetrisch dan en slechts dan m = n � 1.
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2.3 Spreads

Een t-spread in PG(n; q) is eencollectie van t-deelruimten zodat elk punt van
PG(n; q) ligt in �e�en t-deelruimte. Een nodige (en ook voldoende) voorwaarde
voor het bestaanvan eent-spreadis

qt +1 � 1
q � 1

j
qn +1 � 1

q � 1
; dat is; t + 1 j n + 1:

Opga ve 3 Vind eenspreadvan 5 lijnen in PG(3; 2).

In het bijzonder bestaan in PG(2d � 1; q) spreadsvan qd + 1 deelruimten van
dimensie d � 1. Zo'n spread kan als volgt worden geconstrueerd. In termen
van vectorruimten is het probleem: het vinden in V (2d;q) van een stelsel van
qd + 1 lineaire deelruimten van dimensied, die (na weglating van 0) eenpartitie
vormen van V n f 0g.
We kunnen GF (q2d) beschouwen als een vectorruimte van dimensie 2 over
GF (qd). De verzamelingW der lineaire deelruimten van dimensie1 vormt een
partitie (laat 0 weg). Als GF (q2d) wordt beschouwd als een vectorruimte van
dimensie2d over GF (q), dan vormen de elementen van W disjuncte deelruimten
van dimensied over GF (q) en de gevraagdespreadis verkregen.
Elke (d � 1)-spreadin PG(2d � 1; q) is als volgt te beschrijv en. Zij U = U(d;q),
en zij V = U � U. De�nieer, voor i = 3; : : : ; qd + 1:

W1 = U � f 0g; W2 = f 0g � U;Wi = f (x; Ti (x)) j x 2 Ug;

waarin Ti : U ! U eenniet-singuliere lineaire transformatie is. Dan geldt het
het volgende(bewijs dit!)

(i) W1; : : : ; Wqd +1 is eenspread( ) T � 1
j Ti heeft geen�xpun t voor i 6= j .

(ii) W1; : : : ; Wqd +1 is eenspread( ) Ti � Tj is niet singulier voor i 6= j .

2.4 Collineaties

Een collineatie van de projectieve ruimte (P; L ) is eenpermutatie � van P zodat
L � = L . Een collineatie beeldt deelruimten af op deelruimten van dezelfde
dimensie. De collineaties vormen eengroep genaamdColl.
Een collineatie � heet eencentrale collineatie als

9C 2 P : 8l 2 L : ((C 2 l) ) (l � = l)) :

Dan gaat elke deelruimte door C (het centrum) in zichzelf over. Voorts bestaat
er eenhypervlak (de as) waarvan elk punt in zichzelf overgaat. Inderdaad, als
H en K hypervlakken, niet door C, zijn dan voldoet (H \ H � ) [ (K \ K � ).

Stelling 2.4 Een collineatie heeft een centrum dan en slechts dan als hij een
as heeft.
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Een centrale collineatie heet eenelatie (homologie) wanneercentrum en as inci-
dent (niet incident) zijn. De elaties generereneengroep. Duidelijk is dat

helatiesi � hcentr. collin.i � Coll.

Wanneer de projectieve ruimte ligt in een projectieve ruimte van een hogere
dimensie (dit kan alleen misgaan als de dimensie twee is), dan is elke centrale
collineatie � als volgt te construeren.
Neem de punten 1 en 2 op een lijn door het centrum en neemhet hypervlak �
door de as. Bij elke P 2 P construeert met P � volgens

(P [ 1) \ � = S; (2 [ S) \ P = P � :

Voorts: C � := C. Elk punt van de as is vast onder � .

Opga ve 4 Toon aan dat � eencollineatie is. Herken de constructie van Desar-
guesvan 1.1.

Beschouw nu weer de vectorruimte V = V (n; F) en de daarbij behorendepro-
jectieve ruimte PG(n � 1; F).
Zij � 2 Aut F. Een � semilineaire afbeelding van V is eenafbeelding� : V ! V
zodat

(x + y) � = x � + y� ; (�x )� = ��x � ;

voor alle x; y 2 V , � 2 F. Zij � L (V ) de groep van de niet singulieresemilineaire
afbeeldingenvan V , dat is, de groep van alle transformaties

(x1; x2; : : : ; xn )� = ( �x1; �x2; : : : ; �xn )A; det A 6= 0:
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De algemenelineaire groep GL(V ) is de groep van de niet singuliere lineaire
afbeeldingenvan V :

(x1; x2; : : : ; xn )� = (x1; x2; : : : ; xn )A; det A 6= 0:

De speciale lineaire groep SL(V ) is de groep van alle

(x1; x2; : : : ; xn )� = (x1; x2; : : : ; xn )A; det A = 1:

De lineaire afbeelding � : V ! V gegeven door

x � = x + � (x)c; c 2 V; � 2 V � ;

heet eendilatatie als � (c) 62f 0; � 1g, en eentransvectie als � (c) = 0.
SL(V) wordt voortgebracht door de transvecties; GL(V ) wordt voortgebracht
door de dilataties en de transvecties. Inderdaad, ten opzichte van eengeschikte
basis is de matrix van een transvectie I + aE ij ; i 6= j , en is de matrix van een
dilatatie I + � (c)E ii .
In PG(n � 1; F) induceert elke niet-singuliere semilineaireafbeelding eencolli-
neatie, induceert elke dilatatie eenhomologie,en induceert elke transvectie een
elatie. Voor de groepen geldt:

helatiesi � hcentr. collin.i � Coll PV
jj jj jj

PSL(V ) � PGL(V ) � P � L (V )

Voor bijzonderheden verwijzen wij naar [12], hoofdstuk 2 \The general linear
group", en naar [6]. In dezereferenties worden ook de ordes van de groepen
bepaald, in het geval F = F q, q = pe, p priem (Ga na!)

q
1
2 n (n � 1) (q � 1)n nq: = jGL(n; q)j = (q � 1)jPGL(n; q)j;

1
e

j� L (n; q)j = jGL(n; q)j = (q � 1)jSL(n; q)j;

1
e

jP � L (n; q)j = jPGL(n; q)j = jPSL(n; q)j � ggd(n; q � 1):



Ho ofdstuk 3

Pro jectiev e en a�ene
vlakk en

3.1 Het pro jectiev e vlak

Een projectief vlak is eenprojectieve meetkunde (P; L ) zodat

PG 1' Elk tweetal verschillende punten ligt op �e�en lijn.

PG 2' Elk tweetal verschillende lijnen heeft �e�en punt gemeen.

PG 3' Er zijn 4 punten, waarvan geendrie op eenlijn liggen.

Een projectief vlak is eenprojectieve ruimte van dimensie2. Een eindig projec-
tief vlak is een2-(n2 + n + 1; n + 1; 1) designen wordt genoteerdmet PG(2; n).
De parameter n heet de orde van PG(2; n).

Stelling 3.1 (Bruc k-Ryser) Nodig voor het bestaan van een PG(2; n) is dat

(n � 1 of 2 (mod 4)) ) (n = u2 + v2; u; v 2 Z):

Voor het bewijs van deze belangrijke stelling, zie [14], 87-89. PG(2; n) be-
staat voor n = 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9; 11; 13, niet voor n = 6; 14 terwijl het bestaan
van PG(2; 10) en PG(2; 12) niet bekend is. (Inmiddels is aangetoond [17] dat
PG(2; 10) niet bestaat.)
Voor een collineatie � 2 Coll � � van het projectieve vlak (P; L ) is Fix
� := f P 2 P j P � = Pg.

Opga ve 5 Wanneer voor een collineatie � Fix � vier punten bevat waarvan
geendrie collineair zijn, vormt Fix � eensubvlak (is � de identiteit).

Een centrale collineatie � is gede�nieerd door

9c 2 P : 8l 2 L : ((C 2 l) ) (l � = l)) :

17
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Dan geldt ook

9a 2 L : 8P 2 P : ((P 2 a) ) (P � = P)) :

Voor centrum C 2 P en as a 2 L de�nieren wij

�( C; a) := f � 2 � j � heeft centrum C en as ag:

Voor gegeven c; a; P; Q bestaat er ten hoogste�e�en � 2 �( C; a) zodat P � = Q.
Een projectief vlak heet (C; a)-transitief als �( C; a) transitief is op de niet vaste
punten van eenlijn 6= a door C (hij is dan ook transitief op de lijnen 6= a door
C).

Stelling 3.2 Een projectief vlak is (C; a)-transitief dan en slechts dan als de
(C; a)-stelling van Desarguesgeldt.

Figuur 3.1:

Inderdaad, bij gegeven C; a; P; Q de�nieer de 1� � 1 afbeelding � zoalsaange-
geven is in de tekening. Dan is � eencollineatie dan en slechts dan als voor alle
X en Y geldt:

(X [ Y ) \ a = (X � [ Y � ) \ a:

Dit komt neer op de stelling van Desarguesvoor centrum C en as a.

Stelling 3.3 Als een projectief vlak (C; a)-transitief en (D ; a)-transitief is met
C 6= D, dan is het ook (A; a)-transitief voor elke A 2 C [ D.

Inderdaad, construeer � 
 2 �( A; a) bij 
 2 �( C; a) en � 2 �( D ; a) zoalshierbo-
ven aangegeven.
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Figuur 3.2:

Een projectief vlak heet een translatievlak t.o.v. de as a, wanneer het (C; a)-
transitief is voor elke C 2 a.
Een projectief vlak heet een Moufang vlak wanneerhet translatievlak is t.o.v.
elke lijn.
Opmerking. Lenz en Barlotti klassi�ceerden alle mogelijkheden voor (C; a)-
transitiviteiten van eenprojectief vlak, zie [6], p. 126.

3.2 Baer deelvlakk en, Singer cyk els

Zij � = (P; L ) een projectief vlak van de orde n, en zij � 0 = (P 0; L 0) een
projectief vlak van de orde m, waarbij P 0 � P en L 0 � L (*** dit is niet
helemaal consequent ***). Dan heet � 0 een deelvlak van � . Zij � 0 een echt
deelvlak van � .

Stelling 3.4 Als elk punt van P ligt op een lijn van L 0 dan geldt: m2 = n; als
dit niet zo is dan: m2 + m � n.

Bewijs. Als P 2 P op geenenkele lijn van L 0 ligt, dan bevat elk der n + 1 lijnen
uit L door P ten hoogste�e�en punt uit P 0. Anderzijds is elke P 0 2 P0 verbonden
met P door een lijn uit L . Hieruit volgt dat m2 + m + 1 � n + 1. Neem nu
aan dat elke P 2 P ligt op een l 0 2 L 0. dan wordt P n P 0 door de lijnen uit L 0

verdeeldin disjuncte klassenvan elk n � m punten:

n2 + n + 1 � (m2 + m + 1) = (n � m)(m2 + m + 1); (n � m)(n � m2) = 0:

In het eerstegeval, dus als m2 = n, heet � 0 eenBaer deelvlak.
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Wij lichten dit toe met de Baer deelvlakken PG(2; F 3) van PG(2; F9). Merk
eerst op dat

GF (9) = f a + b" j " 2 = � 1; a; b 2 GF (3)g

wordt gegenereerddoor ! := 1 � " (en niet door " ).
PG(2; F9) bevat 13 re•ele en 78 complexepunten. Wij vragen ons af of deze91
punten kunnen worden gepartitioneerd in 7 disjuncte Baer deelvlakken van de
orde 3, zie [24] pp. 67{88, i.h.b. p. 78.
Beschouw PG(2; F q) met de bijb ehorendevectorruimte V = V (3; F q). Een
niet-singuliere lineaire afbeelding S : V ! V induceert een collineatie van
PG(2; Fq). Een Singer cykel van PG(2; Fq) is eenrij vectoren

x; Sx; S2x; : : : ; Sq2 + qx

die alle punten van PG(2; F q) voorstelt. Criterium is dat de Singer matrix S
geeneigenwaarde in F q heeft. Voor PG(2; F 3) en voor PG(2; F 9) voldoen

S =

2

4
0 0 1
1 0 1
0 1 0

3

5 en

2

4
0 0 1
1 0 ! 2

0 1 0

3

5 :

De boven gevraagdepartite van PG(2; F 9) in 7 Baer deelvlakken wordt verkre-
gen door de 13 machten van S toe te passenop de 7 vectoren (1; 0; 0), (! ; 1; 0),
(� ! ; 1; 0), (! 2; 1; 0), (� ! 2; 1; 0), (! 3; 1; 0), (� ! 3; 1; 0).
Samenmet (0; 1; 0); (1; 1; 0) en (� 1; 1; 0) vormendezevectorenin het vlak z = 0
in V (3; F9) eenPG(1; F9).

3.3 Transv ersal designs, etc.

Zij S = f 0; 1; : : : ; n � 1g eenverzamelingvan n symbolen. Een k-vector is een
element van Sk = S � S � � � � � S. Noem de co•ordinaat posities de plaatsen
Een transversaldesignT(k; n) op S is eenverzamelingvan n2 stuks k-vectoren
zodat voor elk paar plaatsenelk geordendpaar symbolen uit S precies�e�en keer
voorkomt. De k � n2 matrix die de k-vectorenals kolommenheeft is eenortho-
gonal array OA(k; n) van sterkte 2. Elk tweetal rijen heeft op overeenkomstige
plaatsen preciesalle geordendeparen uit S (is orthogonaal).
Normaliseerde beide eersterijen tot

000 ::: 0 11 ::: 1 ::: (n � 1) (n � 1) :: (n � 1)
012 :: (n � 1) 01 :: (n � 1) :: 0 1 ::: (n � 1)

:

Dan leveren de overige k � 2 rijen, gearrangeerdin n � n-matrices, eenstelsel
van k � 2 orthogonale latijnse vierkanten van de orde n, zeg k � 2 MOLS(n)
(Mutually Orthogonal Latin Squares).Anders gezegd,selecteervoor dek-vector
tweeplaatsen(zegrij en kolom). Voor eenandereplaats m bepaalt elke rij a 2 S
en kolom b 2 S eensymbool Am

a;b 2 S. De matrix

Am =
�
Am

a;b

�
a;b2 S
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is eenlatijs vierkant. De k � 2 aldus verkregenmatrices A 1; : : : ; Ak � 2 vormen
(k � 2) MOLS.

Opga ve 6 Bewijs dit!

Opga ve 7 Bij eengegeven T(k; n) wordt eengraaf gede�nieerd als volgt. De
knopen zijn de k-vectoren, en tweeknopen zijn verbonden als de corresponde-
rende k-vectoren op �e�en plaats overeenstemmen. Deze graaf is sterk regulier.
Bewijs dit.

De duale structuur van eentransversaaldesignTD(k; n) is een(k; n)-net N , dat
als volgt wordt gede�nieerd. De punten van N zijn de k-vectorenvan TD(k; n).
Een lijn van N is eenverzamelingvan k-vectorendie op �e�en plaats eenconstant
symbool hebben. Een punt ligt op een lijn wanneer de corresponderendek-
vector op de corresponderendeplaats het corresponderendesymbool heeft. Er
zijn n2 punten, elke lijn heeft n punten, door elk punt gaan k lijnen, er zijn nk
lijnen. Voorts gelden (als k > 2) voor de verzamelingP der punten en L der
lijnen de volgendeeigenschappen.

N1. Er is ten hoogste�e�en lijn door tweeverschillende punten.

N2. 8P 2 P : 8P 62l 2 L : 9!m 2 L : (P 2 m; l \ m = ; ).

N3. Er zijn 3 punten niet op eenlijn, zodat elk tweetal op eenlijn ligt.

Omgekeerd, zij (P; L ) eeneindige incidentie structuur die voldoet aan N1, N2,
N3. Noem l; m 2 L evenwijdig wanneer l en m samenvallen of gerelateerdzijn
volgensN2. Evenwijdigheid is eenequivalentie relatie (bewijs!), die L verdeelt
in (zeg k) klassenvan eenconstant aantal (zeg n) onderling evenwijdige lijnen.
Er zijn n2 punten, nk lijnen, n punten per lijn, en van elk der k klassen�e�en
lijn per punt (bewijs!). Geef de n verschillende lijnen van elke klasseaan door
verschillende symbolen uit f 0; 1; : : : ; n � 1g. Dan wordt elk punt aangegeven
door een k-vector. De n2 punten vormen de k-vectoren van een transversal
design. Inderdaad, voor elk paar klassen komt elk geordend paar symbolen
precies�e�en keer voor.

Stelling 3.5 De volgendeobjecten zijn equivalent: T(k; n), OA(k; n), (k � 2)
MOLS(n), (k; n)-net.

3.4 Het a�ene vlak

Een a�en vlak is eenincidentie structuur zodat

AG 1. Elk tweetal verschillende punten ligt op �e�en lijn.

AG 2. Voor elk punt-lijn paar (P; l ) met P 62l is er �e�en lijn door P en disjunct
met l (zeg jj l ).
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AG 3. Er zijn 3 punten die niet op eenlijn liggen.

Zij l een lijn van het projectieve vlak P. Zij P l de incidentie structuur die
ontstaat door uit P de lijn l met al zijn punten weg te laten. Dan is P l een
a�en vlak.

Stelling 3.6 Bij een a�en vlak A behoort een op isomor�e na eenduidig pro-
jectief vlak P met de eigenschapdat A = P l voor zekere l van P.

Inderdaad, zij A eena�en vlak. Voeg toe als punten de klassenvan de equiva-
lentie relatie (l = m) _ (l k m). Voeg toe als lijn de verzamelingv der klassen.
Met geschikte incidentie ontstaat dan een projectief vlak P met P v = A. De
lijn v heet de oneigenlijke lijn voor A , en de punten van v heten de oneigenlijke
punten voor A .

Stelling 3.7 De a�ene vlakken P l en Pm zijn isomorf dan en slechts dan als
9� 2 Coll(P) : (l � = m).

Als Coll(P) niet transitief is op de lijnen van P dan behoren dus bij P niet-
isomorfea�ene vlakken.
Eeneindig a�en vlak heeft deorden, wanneerhet bijb ehorendeprojectievevlak
de orde n heeft, en wordt genoteerdmet AG(2; n). Het vlak heeft n2 punten,
n2 + n lijnen, n punten per lijn, n + 1 lijnen per punt, en n + 1 parallelklassen
van elk n lijnen.

Stelling 3.8 De volgendeobjecten zijn equivalent: AG(2; n), T(n+1 ; n), OA(n+
1; n), (n � 1) MOLS(n).

We geven nogmaalshet verband tussen AG(2; n) en T(n + 1; n). Zij gegeven
eentransversaldesignT(n + 1; n) op S. Een punt is een(n + 1)-vector. Een lijn
is eenverzamelingvan (n + 1)-vectorendie op �e�en plaats eenconstant symbool
hebben. Dan vormen de punten en de lijnen eenAG(2; n) (bewijs!).
Omgekeerd, ga uit van het a�ene vlak AG(2; n). Noem de punten van l 1

de plaasen. Selecteertwee oneigenlijke punten Y = (x � co•ordinaat) en X =
(y � co•ordinaat). Voorzie de lijnen door Y en de lijnen door X van verschillende
symbolen uit S = f 0; 1; : : : ; n � 1g. Dan heeft elk punt van AG(2; n) twee
co•ordinaatsymbolen. Als B het snijpunt is van de lijn met symbool 0 door
Y en de lijn met symbool b door X , dan krijgt elke lijn door B het symbool
b (behalve B Y die als het symbool 0 heeft). Nu zijn alle lijnen voorzien van
symbolen. Voegaan elk punt P toe de (n + 1)-vector waarvan elke plaats wordt
gevuld met het symbool van de lijn door P naar die plaats op l 1 . De aldus
gede�nieerde(n + 1)-vectorenvormen eentransversaldesignT(n + 1; n) over S
(bewijs!).
De n2 kolommen van de bijb ehorendeOA(n + 1; n) komen overeenmet de n2

punten van AG(2; n), gearrangeerdvolgensde n punten van de n lijnen door Y .
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Zonder de algemeenheidte schadenkunnen wij OA(n + 1; n) de volgendevorm
geven (in de eerstekolom staan de plaatsen):

Y 00: : : 0 11 1 : aa a a : n � 1 : : : n � 1
X 01: : : n � 1 01 n � 1 : 01 b n � 1 : 0 : : : n � 1
1 01: : : n � 1 1 : a : n � 1
: : : : : : : : :

m 01: : : n � 1 m : Am
a;0 Am

a;b :
: : : : : : : : :

n � 1 01: : : n � 1 n � 1 : :

De lijn door Y met symbool a en de lijn door X met symbool b bepalen een
punt met co•ordinaten (a; b) waarvan de verbindingslijn naar de plaats m het
symbool Am

a;b krijgt.

Figuur 3.3:

De lijnen door de punten van x = a naar de plaats m snijden de Y-as volgens
de ordinaten Am

a;y . Dezesymbolen vormen de a-de rij van

Am =
�
Am

a;b

�
a;b2 S

:

De matrices A1; : : : ; An � 1 vormen een(n � 1) MOLS(n). De m-de rij van het
OA(n + 1; n) is de concatenatievan de rijen van A m .

Opmerking. Am
a;b de�nieert eenternaire relatie A op S, zie [14]

Een a�en vlak AG(2; n) heet lineair wanneer,voor alle m = 1; 2; : : : ; n � 1 de
matrices Am dezelfdeverzamelingvan rijen hebben.

Stelling 3.9 AG(2; n) is lineair dan en slechts dan als de prisma eigenschap
van Desarguesgeldt t.o.v. (Y; l1 ).
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Bewijs. Beschouw de Latijnse vierkanten A m en An . Wij willen aantonen dat er
bij elke rij a van Am eenrij a0 van An bestaat, die overeenstemt op de kolommen
b en b0.

Een blik op de onderstaande�guur geeft het verband met de prisma eigenschap

Figuur 3.4:

Voorbeeld. Constructie van AG(2; F 4) met behulp van 3 MOLS(4). Zowel
AG(2; F4) als het bijb ehorendePG(2; 4) zijn uniek.

Y 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
X 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
1 0 1 2 3 1 0 3 2 2 3 0 1 3 2 1 0
2 0 1 2 3 2 3 0 1 3 2 1 0 1 0 3 2
3 0 1 2 3 3 2 1 0 1 0 3 2 2 3 0 1
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De rijen 1,2,3van het OA zijn de concatenatiesvan de drie orthogonaleLatijnse
vierkanten van de orde 4. In dit voorbeeld komen de Latijnse vierkanten ook
voor als deelmatricesvan de OA. Is dit toeval?
Neem aan dat het omgekeerdevan de prisma-eigenschap van Desarguesgeldt
t.o.v. (X ; l1 ). Dan vormen de deelmatrices B 1; : : : ; B n � 1 van het OA een
stelselvan (n � 1) MOLS(n):

0 . . . 0 1 . . . 1 2 . . . 2 n � 1 . . . n � 1
0 . . . n � 1

B 1 B 2 . . . B n � 1

0 . . . n � 1
Inderdaad, de matricesB i zijn latijse vierkanten (Bewijs!). Voorts zijn B i en B j

orthogonaal. Immers, stel van niet, dus stel dat de volgendesituatie optreedt:
0 . . . 00 . . . 0 i . . . i i . . . i j . . . j j . . . j
0 . . . p q . . . n � 1 0 . . . r s . . . n � 1 0 . . . r s . . . n � 1

p q . . . p . . . q . . .
p q p q

12 34 56
De kolommen1,2,3,4,5,6corresponderenmet zespunten in het a�ene vlak waar-
voor geldt

12 k 34 k 56; 13 k 25; 14 k 26 en 35 k 46:

Dit is strijdig met de omgekeerdeprismaeigenschap, die zegt dat

12 k 35 k 46:

Figuur 3.5:
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Stelling 3.10 B i = [Am
ib ]m;b 2 S , i = 1; : : : ; n � 1 vormen (n � 1) MOLS(n) als

het omgekeerde van de prisma-eigenschapvan Desarguesgeldt t.o.v. (X ; l1 ).

3.5 Optellen en vermenigvuldigen van co•ordinaten.

Voor elk punt van AG(2; n) hebben wij co•ordinaten t.o.v. de oneigenlijke punten
Y en X geintroduceerd,waarbij a; b 2 S = f 0; 1; : : : ; n � 1g. Voor de symbolen
uit S de�nieren wij de optelling en de vermenigvuldiging als volgt (zie [14],
chapter 5).

Figuur 3.6:

Voor de aldus gede�nieerdebewerkingen geldt (ga na!)

0 + a = a = a + 0, 9! x 2 S (a + x = c), 9! x 2 S (x + b = c),
1a = a = a 1 9! x 2 S (m x = c), 9! x 2 S (x a = c).

Dit maakt zowel (S;+) als (S; :) tot eenloop.

Opmerking. Dit maakt S met de ternaire relatie Am
a;b tot een ternaire ring,

zie [?] p. 113.

De geldigheid van andere algebraische eigenschappen in (S;+ ; :) hangt samen
met degeldigheidvan bepaaldemeetkundigeeigenschappen,envan transitiviteits-
eigenschappen van de collineatie groep. Wij geven enige voorbeelden. Voor
uitputtende behandelingzie [14] en [4].
Beschouw de lijn door (a; b) en het oneigenlijke punt (m); deze lijn snijdt de
Y -as in (0; Am

a;b). Zojuist hebben wij het punt (0; ma) gede�nieerd met behulp
van de lijn door (a; 0) en (m).
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Figuur 3.7:

Stelling 3.11 Als AG(2; n) lineair is, dan geldt

8m; a; b2 S : (Am
a;b = ma + b):

Bewijs. De lineariteit van AG(2; n) is gelijkwaardig met het gelden van de
prisma-eigenschap t.o.v. (Y; l1 ). De verbindingslijnen van de corresponderende
hoekpunten van de gearceerdedriehoekenzijn evenwijdig aande Y-as. E�enpaar
zijden is evenwijdig aan (m), �e�en paar is evenwijdig aan de X -as. Dan moet
ook het derde paar evenwijdig zijn, en moet de lijn door (ma; b) door (1) gaan.
Wegensde de�nitie van optelling volgt hieruit het gestelde.

AG(2; n) is eentranslatievlakdan en slechts dan als de prisma-eigenschap geldt
voor alle oneigenlijke centra. Voor eentranslatievlak geldt behalve de lineariteit
ook dat (S;+) eenAbelsegroep is, endat ook voor (S;+ ; :) de links-distributiev e
wet geldt:

a(b+ c) = ab+ ac:

Dit maakt (S;+ ; :) tot eenquasi�eld (= Veblen-Wedderburn system). Als ook
de pyramide-eigenschap onbeperkt geldt, dan geldt ook de anderedistributiev e
wet en is (S;+ ; :) eendivision-ring (= semi-�eld).
De volledige geldigheid van stelling van Desarguesmaakt ook de vermenigvul-
digin associatief, en (S;+ ; :) is een scheef-lichaam. Eindige scheve lichamen
hebben een commutatieve vermenigvuldiging (Stelling van Wedderburn). De
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volledige geldigheid van Desarguesvoor AG(2; n) maakt dus (S;+ ; :) tot een
eindig lichaam. Volgensde stelling van Artin-Zorn wordt (S;+ ; :) reedstot een
eindig lichaam door het bestaanvan alle mogelijke elaties voor AG(2; n). Voor
bijzonderhedenzij verwezennaar [14]
Tenslotte tonen wij aan dat de commutativiteit van de vermenigvuldiging in
(S;+ ; :) volgt uit de geldigheid van het bijzondere geval van de stelling van
Pappus dat op blz. * werd besproken. Inderdaat, uit PV k QW , QU k RV
volgt dat PU k RW , dus (0; ma) = W = (0; am) en am = ma:

Figuur 3.8:

3.6 Niet-Desarguese vlakk en.

Er bestaandrie voorbeeldenvan projectieve vlakken PG(2; 9) waarin de stelling
van Desarguesniet altijd geldt, zie [24]. Zij zijn gebaseerdop het near�eld van
de orde 9. Zij

Q = f 0; � 1; � �; � � ; � 
 : � + � + 
 = 0; � � � = � � 
 = 
 � � = 1g

eenvectorruimte van dimensie2 over GF (3). De�nieer vermenigvuldiging zoals
bij de quaternionen:

� 2 = � 2 = 
 2 = � 1; � 
 = � 
 � = �; 
 � = � �
 ; �� = � � � = 
 ;

zodat �� 
 = � 1. Dit maakt (Q; + ; :) tot een near�eld (alle lichaamseigen-
schappen gelden,behalve de commutativiteit en de links-distributiviteit, w�el de
rechts-distributiviteit):

(� + 1)� = �� = � (� � 1)

� 2 + � = � 1 + � = 
 = 1 + � = � � 2 + �:
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Noem R := f 0; � 1g re•eel en I = f� �; � � ; � 
 g imaginair. Dit near�eld heeft
Aut= Sym(3) met 6 elementen tegen 2 voor GF (9).

Opmerking. In termen van eenprimitief element ! kunnen we in Q = f 0; ! 0,
! 2, ! 4, ! 6, ! 1, ! 3, ! 5, ! 7g de vermenigvuldiging de�nieren door ! i ! j = ! i + j

voor j even, ! i ! j = ! i +3 j voor j oneven.

Met behulp van het near�eld Q de�nieren wij eena�en vlak door

P = f (x; y) j x; y 2 Qg; jP j = 81;

L = f y = xm + n en x = a j m; n; a 2 Qg; jLj = 90:

Er is voldaan aan de axioma's van eena�en vlak. Inderdaad, zij P1 = (x1; y1),
P2 = (x2; y2). Als x1 = x2, y1 6= y2 dan voldoet slechts x = x1. Als x1 6= x2

dan moet

y1 = x1m + n; y2 = x2m + n; y1 � y2 = (x1 � x2)m;

m = (x1 � x2)� 1(y1 � y2); n � y2 � x2m:

Voor A = (a; b), l = f (x; y) j y = xm + ng voldoet de lijn y = xm + (b � am)
aan het axioma van Euclides.
De collineaties van het aldus gede�nieerdea�ene vlak zijn

(x; y) 7! (x + �; y + � ); (x; y) 7! (x�; y� ) �; � 6= 0;

(x; y) 7! (y; x); (x; y) 7! (x + y; x � y);

(x; y) 7! (Sx; Sy); S 2 Aut (Q); voor �; � 2 Q:

Het bestaanvan de eerstegroep van collineaties maakt het vlak eentranslatie-
vlak.

Opmerking. De afbeeldingen(x; y) 7! (�x; � y) behoeven geencollineaties te
zijn. Bij voorbeeld (x; y) 7! (�x; �y ) beeldt de op y = x + 1 liggende punten
(0; 1), (1; � 1), (�; 
 ) af op de niet-collineaire (0; � ), (�; � � ), (� 1; � � ).

Opga ve 8 Geef een voorbeeld waaruit volgt dat dit projectieve vlak niet-
Desarguesis.

Ook het duale vlak is eenprojectief vlak (niet-isomorf) waarin Desarguesniet
algemeengeldt.
Er is nog een derde vlak waarin Desarguesniet geldt; het is zelfduaal; het is
eenHughes-vlak, de punten zijn alle (x; y), x; y 2 Q. De Rechten zijn re•eel of
imaginair, 12+ 78 = 90 stuks:

y = ax + b, y � b= p(x � a) ,
x = c y = ax + q, x = r ;
a; b;c 2 R . p;q; r 2 I .
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Dit Hughes-vlak is geentranslatievlak, zie [24].

Opmerking. Bij deze4 projectieve vlakken behoren7 = 1 + 2 + 2 + 2 a�ene
vlakken van de orde 9. Zie [15].

3.7 Eindige a�ene translatievlakk en.

Een translatie van AG(2; n) is eenelatie met l1 als as. AG(2; n) bezit ten hoog-
ste n2 translaties. Inderdaad, l1 bevat n + 1 mogelijke centra voor translaties;
voor elk centrum bestaan (afgezienvan de identiteit) ten hoogsten � 1 trans-
laties. Wij gebruiken de additieve schrijfwijze voor de groepen � C i := � C i ;l 1

der translaties met centrum Ci en as l1 . Wij nemenaan dat er tenminste twee
centra C1, C2 2 l1 zijn waarvoor � C i 6= f 0g.

Stelling 3.12 T :=
S

C 2 l 1
� C is een elementair Abelsegroep (een directe some

van cyclischegroepen Zp, voor eenzelfdepriemgetal p).

Figuur 3.9:

Bewijs. Voor 
 2 � C , � i n� D geldt 
 + � 2 � E , dus T is een groep. Voor
C 6= D vormen P, P 
 , P � , P 
 + � een parallellogram, dus 
 + � = � + 
 . Ook
voor 
 ; 
 0 2 � C volgt de commutativiteit. Er bestaat een 
 2 � C van priem
orde, zegp. Dan heeft ook 0 6= � 2 � d de orde p. Inderdaad,

p� 2 � D ; 
 6= 0 = p
 ; p� = p� + p
 = p(� + 
 ) 2 � E ;

en � D \ � E = f 0g. Alle elementen 6= 0 hebben dus de orde p en T is elementair
Abels.
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Gev olg. j� C j is deelbaarop n, voor elke C 2 l 1 ; jT j is deelbaarop n2.

Voor de rest van dezeparagraaf nemenwij aan dat AG(2; n) eentranslatievlak
is. Dan geldt

jT j = n2 en j� C = nj voor elke C 2 l1 :

Als gevolg van de stelling is de translatie groep T commutatief en n = pk , p
priem.
Zij (� ; + ; :) de ring der endomor�smen van T, dat is

� :=
�

� : T ! T j 8�; � 2 T : (( � + � ) � = � � + � � )
	

;

waarin � +  , �: worden gede�nieerd door

8� 2 T : (� �: := (� � ) ; � � +  = � � + �  ):

De kern K van T =
S

C 2 l 1
� C is de verzamelingder endomor�smen � : T ! T

waarvoor
(� C )� � � C ; voor elke C 2 l1 :

Stelling 3.13 (K ; + ; :) is een lichaam.

Bewijs. De endomor�smen identiteit en 0 : T ! f 0g behoren tot K . Zij
�;  2 K dan � 2 K en � �  2 K wegens

(� C )� � � �
C � � c; 
 � �  = 
 � + 
 �  2 � �

C + �  
C � � C + � C = � C

voor 
 2 � C . Blijft nog aan te tonen dat elke � 2 K � een inverseheeft en dus
dat elke � 2 K � �e�en-�e�enduidig op is. Inderdaad, zij 
 � = � � met 
 6= � 2 T dus

 � � =: � 6= 0 = � � . Zij � 2 � A , kies � 2 � B 2 T n � A , dan � + � 6= � A [ � B

maar (zeg) � + � 2 � C , A 6= c 6= B . Nu geven � � = � � + � � = (� + � ) � 2 � C

en � B [ � C = f 0g dat � � = 0. Maar dan is � � = 0 voor elke � 2 T, dus � = 0,
een tegenspraak. Dit bewijst dat � 2 K � �e�en-�e�enduidig is. Bewijs zelf dat �
eenafbeelding op is.

Een vectorruimte over een lichaam K is eenAbelsegroep T en een afbeelding
K � T ! T zodat voor alle �;  2 K ; �; � 2 T geldt:

� (� + � ) = �� + �� ; (� +  )� = �� +  �; (� )� = � ( � ); 1 � = �:

Stelling 3.14 De groep T der translaties van een translatievlak is een vector-
ruimte over de kern K . De ondergroepen � C , C 2 l1 , zijn lineaire deelruimten.
In de corresponderende projectieve ruimte vormen de corresponderende deel-
ruimten een spread.

Voorbeeld. Zij gegeveneenspreadvan lijnen in PG(3; q). Beschouw PG(4; q) =
AG(4; q) [ PG(3; q). Noem \pun ten" de q4 putnen van AG(4; q). Noem \lijnen"
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de vlakken in PG(4; q) die PG(3; q) snijden in eenlijn van de spread. De \pun-
ten" en \lijnen" vormen eena�en translatievlak van de orde q2. Inderdaad, er
is voldaan aan de axioma's (ga na!).

Opga ve 9 Zij gegeveneenspreadvan deelruimten PG(r � 1; q) in PG(2r � 1; q).
Beschouw

PG(2r; q) = AG(2r; q) [ PG(2r � 1; q):

De�nieer eenAG(2; qr ).

Stelling 3.15 (Andr �e 1954) . Er is een 1-1 correspondentie tussende trans-
latievlakken van de orde qt +1 met kern F q, en de t-spreads in PG(2t + 1; q).

Voor verder theorie en constructie zij verwezennaar [23], [?] x11, en [6] chapter
V.



Ho ofdstuk 4

Polaire meetkunde

4.1 Polariteiten

Zij P een projectieve meetkunde, dat is, de verzameling van alle deelruimten
van eenprojectieve ruimte. Een correlatie � van P is eenpermutatie van P die
de inclusie inverteert:

8S;T 2 P : ((S � T) ) (T � � S� )) :

Een polariteit � is eencorrelatie van de orde 2, dus � 2 =id. Dan geldt ook

8S;T 2 P : ((S � R � ) ) (T � S� )) :

Een voorbeeld van eenpolariteit in eenprojectief vlak is de klassieke verwant-
schap pool  ! poollijn ten opzichte van eenkegelsnede.
Voor een correlatie � heet S � P totaal isotroop als S \ s� = S, niet-isotroop
als S \ S� = ; , isotroop als S een isotroop punt bevat (d.w.z. een punt p met
p 2 p� ).

Stelling 4.1 Een polariteit van een eindig projectief vlak heeft tenminste �e�en
isotroop punt.

Bewijs (Ryser). Zij � een polariteit van PG(2; n); nummer de punten en de
lijnen van PG(2; n) z�o dat l i = P �

i , voor i = 1; : : : ; n2 + n + 1. Dan is de
punt-lijn incidentie matrix N symmetrisch, en

N 2 = N N t = nI + J:

Daarom heeft N de eigenwaarden (n + 1)1; (
p

n)a ; (�
p

n)b. Stel

Spoor N = n + 1 + (a � b)
p

n = 0;

dan zou
p

n geheelen deelbaar op n + 1 moeten zijn. Dit is onmogelijk voor
n > 1. Dus Spoor N 6= 0, diag N bevat tenminste �e�en 1, er is dus tenminste
�e�en punt p 2 p� .

33
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Zij P(V ) de projectieve meetkundedie behoort bij eenvectorruimte V over een
lichaam F. Een voorbeeld van eencorrelatie van P(V) wordt gegeven door

� : S 7! S� := f x j f (x; S) = 0g; S 2 P;

waarin f : V � V ! F een niet ontaarde bilineaire vorm op V is (zie [12]
hoofdstuk 3, \P airings and bilinear forms"). De afbeelding � is eveneenseen
correlatie wanneerf eenniet-ontaarde sesquilineairevorm is (zie [12] hoofdstuk
5, \The unitary group"). Omgekeerd is elke correlatie van P(V ) afkomstig van
eenniet-ontaarde sesquilineairevorm op V .
Zij � 2 Aut F. Een sesquilineaire vorm f : V � V ! F wordt gede�nieerd door

f (x + x0; y + y0) = f (x; y) + f (x; y0) + f (x0; y) + f (x0; y0);

f (�x; � y) = � �� f (x; y);

voor alle x; x0; y; y0 2 V en �; � 2 F. Wanneer � de identiteit is, dan is f een
bilineaire vorm. Een sesquilineairevorm is niet-ontaard wanneer

(8y 2 V : (f (x; y) = 0)) ) (x = 0);

m.a.w. wanneerv� = f 0g. Een sesquilineairevorm f heet re
exief wanneer

8x; y 2 v : (( f (x; y) = 0) ) (f (y; x) = 0)):

De polariteiten van P(V ) zijn preciesde polariteiten die afkomstig zijn van de
re
exieveniet-ontaarde sesquilineairevormen op V . Dezezijn de volgende(voor
het bewijs zie [12], 3.13 en 5.2, of [7], 5.3 en 5.8.).

I. (alternerend): � = id; 8x 2 V : f (x; x) = 0),

I I. (symmetrisch): � = id; 8x; y 2 V : f (x; y) = f (y; x); 9z 2 V : (f (z; z) 6=
0),

I I I. (Hermiets): � 6= id; 8x; y 2 V : (f (x; y) = �f (y; x)).

In het geval I volgt dat

8x; y 2 V : (f (x; y) + f (y; x) = 0);

dus dat de vorm scheef is voor char F 6= 2, en symmetrisch voor char F = 2.
De polariteiten van P(V ), die behorenbij de gevallen I,I I,I I I worden genoemd
symplectische, orthogonale en unitaire polariteiten respectievelijk. Een sym-
plectische, orthogonale, unitair e projectieve meetkunde is eenP(V), waarbij V
is voorzien van eensymplectische, orthogonaleof unitaire polariteit.

4.2 Symplectisc he Meetkunde

Een symplectische ruimte (V; f ) is een vectorruimte V (d;F) voorzien van een
niet-ontaarde alternerendebilineaire vorm f . Noteer f = ( ; ). Kies c1 2 V , en
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kies c2 2 V z�o dat (c1; c2) = 1. Kies c3 2 V zodat c3 ? hc1; c2i , en herhaal
dit proces. In termen van de tweedimensionaledeelruimten Vi = hc2i � 1; c2i i (de
hyperbolische vlakken schrijv en wij

V = V1 ? V2 ? : : : ? Vd=2:

Na verandring van volgorde heeft de basis (de symplectische basis) de matrix
(de Gram matrix )

[(ci ; cj )] =
�

0 I
� I 0

�

Blijkbaar is d even, en heeft V totaal isotrope deelruimten van dimensied=2.

Opmerking. Wanneer( ; ) ontaard is dan is er eenniet triviaal radicaal

RadV := f y 2 V j 8x 2 V : ((x; y) = 0)g;

V = RadV ? V1 ? � � � ? Vm = U1 ? � � � ? Ur ? V1 ? � � � ? Vm , waarin
Ui = hai i , Vi = hc2i � 1; c2i i , ai isotroop, c2i � 1 en c2i een hyperbolisch paar als
boven.

Opmerking. Al is eenvorm f niet-ontaard op V , zijn restrictie tot eendeel-
ruimte U van V kan best ontaard zijn.

Een isometrie van (V; f ) in (V 0; f 0) is eenlineaire afbeelding � : V ! V 0 zodat

8x; y 2 V : (f 0(�x; �y ) = f (x; y)) :

Stelling 4.2 (Witt) Zij � : V ! V 0 een isometrie op van twee symplectische
ruimten (V; f ) en (V 0; f 0). Zij � : U ! V 0 een isometrie van een deelruimte
U < V in V 0. Dan kan � worden uitgebreid tot een isometrie ~� : V ! V0.

Voor het bewijs zie [12], 3.28, 3.30, 3.31, 3.32. Een gevolg van de stelling van
Witt is dat alle maximale totaal isotrope deelruimten van V dezelfdedimensie
hebben. Dezedimensieheet de index van V .
De symplectischegroep Sp(V ) is de groep van alle isometrieenvan V op zichzelf.
In termen van matrices bestaat Sp(V) uit alle A met

A
�

0 I
� I 0

�
A t =

�
0 I

� I 0

�
:

Dan det A = � 1, in feite det A = 1 (zie [12], 4.4).
De ordevan Sp(d;F q) kan wordenbepaalddoor het aantal geordendesymplecti-
schebaseste tellen. Voor c1 zijn qd � 1 mogelijkheden. Als (c1; c2) = 1 = (c1; c0

2),
dan (c1; c2 � c0

2) = 0, dus voor c2 zijn qd� 1 mogelijkheden. Daarom geldt

jSp(d;Fq)j = qd� 1(qd � 1)qd� 3(qd� 2 � 1) � � � q(q2 � 1) =

= q(d=2) 2
d=2Y

i =1

(q2i � 1):
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Voor de structuur van Sp(d;F q) zie [12] hoofdstuk 4, \The symplectic group".
Op de bij V (d;F) behorendeprojectieve ruimte PG(d� 1; F) induceert de sym-
plectische vorm ( ; ) een zogenaamdenulpolariteit . Elk projectief punt ligt in
zijn poolhypervlak. Elke projectieve rechte heeft eenpooldeelruimte van dimen-
sie d � 3 (de doorsnedevan de poolhypervlakken van tweevan zijn punten); de
projectieve rechte ligt in zijn pooldeelruimte wanneerhet corresponderendevlak
in V (d;F) totaal isotroop is.
In PG(3; F) is de standaard vorm

(x; y) = x1y2 � x2y1 + x3y4 � x4y3:

Elk projectief punt hpi ligt in zijn poolvlak

hpi ? = fhxi 2 PG(2; F) j (x; p) = 0g:

In PG(3; F) zijn de maximale totaal isotrope deelruimten projectieve rechten,
namelijk de projectieve rechten door hpi in het projectieve vlak hpi ? , voor elke
hpi 2 PG(3; F); in PG(3; q) zijn er q3 + q2 + q = 1 totaal isotrope rechten.
Men spreekt van een lineair complex van rechten. PG(2m � 1; q) bevat totaal
isotrope deelruimten van dimensiem � 1.
De projectieve symplectische groep PSp(V) is de actie van Sp(V) op de projec-
tieve ruimte P(V). Op de verzamelingP der punten van P(V ) werkt PSp(V )

transitief. Inderdaad, destandaardvorm
�

0 I
� I 0

�
voor desymplectischevorm

kan worden bereikt uitgaande van een willekeurige vector c. Voorts werkt
PSp(V) transitief op de paren projectieve punten hci , hdi met (c;d) = 0, en
ook op de paren met (c;d) 6= 0. Inderdaad in beide gevallen kan de standaard-
vorm bereikt worden uitgaande van hci and hdi .
Op P � P heeft PSp(V) dus drie banan:

P � P = Diag [ f (P; Q) 2 P 2 j P ? Qg [ f (P; Q) j P 6?Qg:

De niet-triviale relatiesde�nieren eenpaar van complementaire grafen,genaamd
rang 3 grafen. Dezegrafen zijn sterk regulier.

Opga ve 10 De�nieer de graaf � als volgt. De punten van � zijn de projectieve
punten van PG(2m � 1; q). Tweepunten hpi en hqi zijn verbonden wanneerzij
symplectisch polair zijn, dus als (p;q) = 0. Bewijs dat � sterk regulier is en
bepaal de parameters.

4.3 Orthogonale meetkunde, char F 6= 2.

Een kwadratische vorm op V(d;F) is eenafbeelding Q : V ! F zodat

Q1: Q(�x ) = � 2Q(x); � 2 F; x 2 V ;

Q2: Q(x + y) � Q(x) � Q(y) is eenbilineaire vorm op V
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Noem de bilineaire vorm (x; y) dan geldt

(x; y) = (y; x); (x; x) = 2Q(x); x; y 2 V:

Neem aan dat char F 6= 2, dan kunnen de kwadratische en de symmetrische
bilineaire vorm uit elkaar worden afgeleid. We hebben dan een orthogonale
meetkunde.

Opmerking. Voor char F = 2 is de bilineaire vorm alternerend, en behoort
bij elke bilineaire vorm eensemi-lineaire familie van kwadratische vormen; wij
komen hierop terug in ??.

Zij (V; Q) eenvectorruimte voorzienvan eenkwadratischevorm die niet ontaard
is (i.e. waarvan de bilineaire vorm niet ontaard is.) Wij leiden tweestandaard-
gedaanten af voor Q.
Kies c1 2 V , Q(c1) 6= 0. Dan is hc1i ? niet ontaard, dus bevat eenvector c2 met
Q(c2) 6= 0. Herhaal dit proces,en vind eenorthogonale basisvan niet-isotrope
vectoren. Ten opzichte van dezebasisgeldt

Q(x) =
dX

i =1

� i x2
i ; (x; y) = 2

dX

i =1

� i x i yi ; � i = Q(ci ):

In termen van symmetrische matrices komt dit neer op diagonaliseren. Het
hangt af van F hoe Q(x) verder te reduceren. Over R kan de volgendevorm
worden bereikt, waarin 2p � d de signatuur van Q heet:

Q(x) =
pX

i =1

x2
i �

dX

i = p+1

x2
i :

Over C kan eensom van d kwadraten worden bereikt.
Hoewel V niet-ontaard is, kunnen totaal isotrope deelruimten U voorkomen.
Een vector c, en dus ook hci , is ofwel totaal isotroop ofwel niet-isotroop. Voor
een 2-dimensionaledeelruimte U zijn de mogelijkheden: niet-isotroop, totaal
isotroop, isotroop en ontaard, isotroop en niet-ontaard. In het laatste geval,

noem hyperbolisch, kan een basis worden gevonden met matrix
�

0 1
1 0

�
. In-

derdaad, zij U = hc;ai . Neem c isotroop, dan (c;a) 6= 0. Kies d = �a + �c
zodat

� = 1=(c;a); � = � (a; a)=2(a; c)2;

dan voldoen c en d.
Zij (V; Q) een niet-ontaarde orthogonale ruimte. Kies een isotrope vector en
vorm eenhyperbolisch vlak H 1 en vorm eenhyperbolisch vlak H 2 loodrecht op
H1. Pas dit procestoe totdat er geenisotrope punten meer zijn. De correspon-
derendebasisheeft de Gram matrix

2

4
O I O
I O O
O O G

3

5
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Wanneer r de dimensie is van een maximale totaal isotrope deelruimte, dan
geldt

V = H1 ? H2 ? : : : ? H r ? W;

waarin H i hyperbolische vlakken zijn en W eenniet-isotrope deelruimte is (zie
[12], 3.30 en 3.34).
Ook voor orthogonale ruimten geldt de stelling van Witt ([12], 3.32) en zijn de
dimensiesvan de maximale totaal isotrope deelruimten dezelfde.
Wanneer F = GF (q), q oneven, dan kunnen wij m�e�er zeggen. Zij 
 een niet-
kwadraat in F. Een niet-ontaard vlak U in V is ofwel niet-isotroop (zet " = � ),
ofwel hyperbolisch (zet " = +). In beide gevallen is het aantal niet-isotrope
vectoren (q � " )(q � 1). De gram matrices van geschikte basesvan U zijn

�
1 0
0 � 


�
; resp.

�
1 0
0 � 1

�
;

corresponderendmet de kwadratische vormen

Q(x) = x2
1 � 
 x2

2; resp. Q(x) = x2
1 � x2

2:

Nu weten wij, wegensstelling **, dat elke V van dimensie > 2 een isotrope
vector 6= 0 bevat. Als gevolg hiervan bestaanslechts de volgendegevallen voor
niet-ontaarde orthogonalemeetkunden (V (d;F); Q):

d oneven: V = H 1 ? : : : ? H (d� 1)=2 ? hai ; Q(a) = 1 of 
 ,

d even, " = +: V = H 1 ? : : : ? H d=2,

d even, " = � : V = H 1 ? : : : ? H (d� 2)=2 ? W , waarin W een niet-isotroop
vlak is.

De kwadratische vormen kunnen dus in de volgende standaardvorm worden
gebracht:

d oneven: Q(x) = 2(x1x2 + � � � + xd� 2xd� 1) + x2
d(1 of 
 )

d even, " = +: Q(x) = 2(x1x2 + � � � + xd� 1xd),

d even, " = � : Q(x) = 2(x1x2 + � � � + xd� 3xd� 2) + x2
d� 1 � 
 x2

d.

De index van V , dat is de maximale dimensievan totaal isotrope deelruimte van
V , is respectievelijk

1
2

(d � 1);
1
2

d;
1
2

(d � 2):

Zij � (d) het aantal isotrope vectoren 6= 0 in (V (d); Q).

Stelling 4.3 � (d) = (qd=2 � " )(q(d=2) � 1 + ") voor d even,
� (d) = qd� 1 � 1 voor d oneven.
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Bewijs. Elk der bovenstaandegevallen is van de vorm

V (d) = H1 ? V (d � 2) = ha; bi ? V(d � 2);

met hyperbolische ha; bi en V (d � 2) van hetzelfdetype als V (d). De gevraagde
� (d) is het aantal vectoren �a + � b + v 6= 0 zodat �; � 2 F, v 2 V (d � 2),
0 = Q(�a + � b+ v) = �� + Q(v).
Als � = 0, v = 0, dan is er �e�en zo'n vector voor elke � 6= 0. Als � = 0,
v 6= 0, dan zijn er � (d � 2) zulke vectoren voor elke � . Voor elke � 6= 0 zijn er
qd� 2 zulke vectoren, omdat voor elke v 2 V (d � 2) eenunieke � bestaat zodat
�� + Q(v) = 0. Dus

� (d) = q � 1 + q� (d � 2) + (q � 1)qd� 2;

� (d) � qd� 1 + 1 = q(� (d � 2) � qd� 3 + 1):

De beginwaarden � (1) = 0 en � (2) = (q � 1)(1 + ") leiden tot het gestelde.
Een niet-ontaarde kwadriek in PG(d � 1; q) wordt gede�nieerd door

fhxi 2 P j Q(x) = 0g:

Als de dimensievan PG(d� 1; q) evenis, dan is er �e�en type kwadriek; dezebevat
maximale projectieve deelruimten van dimensie(d � 3)=2. Als de dimensievan
PG(d � 1; q) oneven is, dan zijn er twee typen kwadrieken: de hyperbolische
kwadrieken, van index d=2, die maximale projectieve deelruimten van dimen-
sie (d � 2)=2 bevatten, en de elliptische kwadrieken, van index (d � 2)=2, die
maximale projectieve deelruimten van dimensie(d � 4)=2 bevatten.

Voorbeeld. PG(3; q) heeft hyperboloiden met rechten, en ellipsoiden zonder
rechten. PG(5; q) heeft hyperbolische kwadrieken met vlakken, en elliptische
kwadrieken met slechts rechten. PG(4; q) en de DesarguesePG(2; q) hebben
�e�en type kwadriek, met resp. zonder projectieve rechten.

Als gevolg van de bovenstaandestelling hebben kwadrieken in PG(d � 1; q) de
volgendeaantallen punten:

d � 1 hyp., " = + ell., " = � kwadriek
2 q + 1
3 (q + 1)2 q2 + 1
4 q3 + q2 + q + 1
5 (q2 + 1)(q2 + q + 1) (q3 + 1)(q + 1)

even (qd � 1)=(q � 1)

oneven
(qd=2 � " )(q(d=2) � 1 + ")

q � 1

Beschouw in PG(d � 1; q) een kwadriek Q, een punt hai en zijn poolvlak ten
opzichte van Q:

hai ? = fhxig j (x; a) = 0g:
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Wanneer hai 62Q, dan is zijn poolvlak een PG(d � 2; q) die Q snijdt in een
niet-ontaarde kwadriek van een dimensie lager. Het hangt af van de pariteit
van d welke gevallen zich voordoen.
Het poolvlak van hai 2 Q heet het raakvlak in hai aan Q. Wij geven een
projectieve interpretatie van de formule

� (d)
q � 1

= 1 + qd� 2 + q
� (d � 2)

q � 1
:

Het linkerlid is het aantal punten van Q. De 1 slaat op hai 2 Q. De kwadriek
Q bevat qd� 2 punten die niet in het raakvlak liggen. Dat kan men ook als volgt
inzien. In V (d;q) vormen de vlakken door a (resp. in PG(d � 1; q) vormen de
lijnen door hai ) een

PG(d � 2; q) = PG(d � 3; q) [ AG(d � 2; q);

en qd� 2 is het aantal punten van AG(d � 2; q).

Figuur 4.1:

Het raakvlak in hai 2 Q snijdt de kwadriek Q in een kegelmet top hai . Voor
elke � hebben wij in V (d � 2) eenkegelvan isotrope vectoren, wegens

Q(�a + v) = Q(v); v 2 V (d � 2):

De restrictie van dekwadratischevorm Q(x) tot V (d� 2) geeftin debijb ehorende
PG(d � 3; q eenkwadriek die � (d � 2)=(q � 1) punten bevat.
De orthogonale groep O(V ) is de groep der isometrieen van (V; Q) op zichzelf,
dat is,

O(V ) = f � 2 GL(V ) j 8x 2 V : (Q(x� ) = Q(x))g:

In termen van matrices bestaat O(V ) uit alle A met AE A t = E, waarin E de
matrix van de Q behorendebilineare vorm is.
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De projectieve orthogonalegroep PO(V ) is de actie van O(V ) op de projectieve
ruimte P(V ). Op de punten van de bij de kwadratische vorm Q behorende
kwadriek 
 werkt PO(V ) transitief. Inderdaad, de standaardvorm

2

4
O I O
I O O
O O G

3

5

voor de bilineaire vorm kan worden bereikt uitgaande van eenwillekeurige iso-
trope vector c. Voorts werkt PO(V ) transitief op de paren isotrope projectieve
punten hci ; hdi met (c;d) = 0, en ook op de paren met (c;d) 6= 0. Daarom werkt
PO(V ) op 
 als een rang 3 groep; PO(V ) de�nieert op de punten van 
 een
paar van complementaire rang 3 grafen. Dezegrafen zijn sterk regulier.
Voor dezeen verdere bijzonderheden betre�ende de structuur en de orde van
O(V ) en PO(V ) verwijzen wij naar [2] chapter 5, [6] 1.4 en [12] chapter 6:
\orthogonal groups, char F 6= 2".

Opga ve 11 De graaf � wordt als volgt gede�nieerd. De punten van � zijn
de punten van de kwadriek 
 in PG(d � 1; q). Twee punten hpi en hqi zijn
verbondenwanneerhun verbindingslijn op de kwadriek ligt. Bewijs dat � sterk
regulier is, en bepaal de parameters(er zijn 3 gevallen!).

4.4 Unitaire meetkunde.

Eerst enigeopmerkingenover het \complexe" vlak GF (q2). Zij � eenprimitief
element, dan

GF (q2) = f 0; � ; � 2; : : : ; � q2 � 1 = 1g:

De conjugatie � , gede�nieerd door

8z 2 GF (q2) : ( �z := zq)

is een van de identiteit verschillend automor�sme van GF (q2) (ga na!). De
zelfgeconjugeerdeelementen z = �z zijn

f 0; � q+1 ; � 2(q+1) ; : : : ; � (q� 1)( q+1) g;

deze elementen vormen een deellichaam GF (q). De�nieer twee functies T =
trace en N = norm door

T(z) := z + �z; N (z) := z �z:

De trace is een(q; 1) afbeeldingvan GF (q2) op GF (q). De norm is een(q+ 1; 1)
afbeeldingvan GF (q2) n f 0g op GF (q) nf 0g (ga na!). Een gevolg hiervan is dat
bij elke r 2 GF (q) n f 0g er q + 1 elementen z 2 GF (q2) bestaanzodat z �z = r .
Als T(z) = 0 voor z 2 GF (q2) n f 0g, dan is

zq� 1 = � 1; z(q2 � 1)=2 = (� 1)(q+1) =2;
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Figuur 4.2:

dus z is eenkwadraat voor q = � 1 (mod 4) en eenniet-kwadraat voor q = 1
(mod 4).

Opga ve 12 Toon aan dat de vergelijking

z�z + ��z + � �z = 0; � 2 GF (q2)

q oplossingenz 6= 0 heeft.

Opga ve 13 Toon aan dat de vergelijking

��z + � �z + � �� = 0; �; � 2 GF (q2)

q oplossingenz heeft.

Een unitair e ruimte is eenvectorruimte V (d;F) voorzien van eenniet-ontaarde
Hermite-vorm, dat is, eenniet-ontaarde sesquilineairevorm (x; y) met

� 6= id; 8x; y 2 V : ((y; x) = �(x; y)):

Zij F0 het deellichaam der zelfgeconjugeerdeelementen van F, dan geldt

8x 2 V : ((x; x) 2 F0):

Ten opzichte van eenorthogonalebasisgeldt

(x; y) = � 1x1 �y1 + : : : + � dxd �yd; 0 6= � i 2 F0:

Voor eindige F q2 kunnen wij bereiken

(x; y) = x1 �y1 + : : : + xd �yd;
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omdat bij elke � 2 Fq bestaan � 2 F q2 zodat � �� = � . De laatste eigenschap
heeft ook ten gevolgedat elkeV (d;F q2 ) van dimensie� 2 isotroop is. Inderdaad,
voor x 2 v, y 2 V met (x; x) = (y; y) = 1, (x; y) = 0 geldt

(x + � y; x + � y) = 1 + � �� ;

hetgeennul is voor geschikte � 2 GF (q2). Dit voert tot de volgendestandaard
vormen, in termen van hyperbolische vlakken H i en niet-isotrope p:

d even: V = H1 ? : : : ? H d=2,
d oneven: V = H 1 ? : : : ? H (d� 1)=2 ? hpi .

Zij � (d) het aantal isotropevectoren6= 0 in deunitaire ruimte V (d) over GF (q2).

Stelling 4.4 � (d) = (qd � (� 1)d)(qd� 1 � (� 1)d� 1).

Bewijs. Schrijf, met hyperbolische ha; bi ,

V (d) = H1 ? V (d � 2) = ha; bi ? V(d � 2):

De gevraagde� (d) is het aantal vectoren �a + � b+ v 6= 0, zodat �; � 2 F q2 ,
v 2 V (d � 2),

0 = (�a + � b+ v; �a + � b+ v) = � �� + � �� + (v; v):

Als � = 0, v = 0, dan is er �e�en zo'n vector voor elke � 6= 0. Als � = 0, v 6= 0,
dan zijn er � (d � 2) zulke vectoren voor elke � . Voor elke � 6= 0, zijn er q2d� 3

zulke vectoren; inderdaad, voor elke v 2 V (d � 2) zijn er preciesq waarden � in
Fq2 zodat � �� + � �� + (v; v) = 0. Dus

� (d) = q2 � 1 + q2� (d � 2) + (q2 � 1)q2d� 4q;

� (d) � q2d� 1 + 1 = q2(� (d � 2) � q2d� 5 + 1):

De beginwaarden � (1) = � (0) = 0 leiden tot het gestelde.

Een Hermite oppervlak in PG(d � 1; q2) wordt gede�nieerd door


 d� 1 :=
�

hxi 2 PG(d � 1; q2) j (x; x) = 0
	

:

Ten opzichte van eenorthonormale basisin V (d;q2) is de vergelijking van 
 d� 1

xq+1
1 + xq+1

2 + � � � + xq+1
d = 0:

Opga ve 14 Bepaal de projectieve punten van de Hermite-kromme


 2 := x3
1 + x3

2 + x3
3 = 0

in PG(2; 4).
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Op grond van de bovenstaandestelling bedraagt het aantal projectieve punten
van 
 d� 1

j
 d� 1j =
(qd � (� 1)d)(qd� 1 � (� 1)d� 1)

q2 � 1
:

In PG(3; q2) heeft het Hermite oppervlak (q2 + 1)(q3 + 1) punten. In PG(2; q2)
heeft de Hermite kromme q3 + 1 punten. In PG(1; q2) heeft de Hermite verza-
meling q + 1 punten.
Beschouw eenpunt hpi 2 
 d� 1 � PG(d � 1; q2), het raakvlak in hpi aan 
 d� 1

is het poolvlak

hpi ? =
�

hxi 2 PG(d � 1; q2) j (x; p) = 0
	

:

De lijnen door hpi in het raakvlak vormen de punten van eenprojectieve ruimte
PG(d� 3; q2), waarop( ; ) eenHermite vorm induceert. Inderdaad, voor hxi ; hx 0i 2
hpi ? voldoen y = x � �p en y0 = x0 � �p aan

(y; y0) = (x � �p; x0 � �p ) = (x; x0):

Als hxi 2 
 d� 1 \ hpi ? , dan ook hx � �p i 2 
 d� 1 \ hpi ? voor elke � 2 GF (q2).

Lemma Elke lijn van PG(d � 1; q2) door hpi 2 
 d� 1, die niet ligt in hpi ? ,
bevat nog precies q andere punten van 
 d� 1.

Bewijs. Geef de lijn aan door hp + �a i met (p;a) 6= 0, dan geldt voor de
snijpunten van de lijn met 
 d� 1

0 = (p + �a; p + �a ) = � �� (a; a) + � (a; p) + �� (p;a):

In het complexe � -vlak is dit een cirkel. Er zijn q oplossingen� 6= 0, die q
snijpunten 6= hpi opleveren.

Wij geven eenprojectieve interpretatie van de formule

� (d)
q2 � 1

= 1 + q2 � (d � 2)
q2 � 1

+ q � q2(d� 2) :

De punten van 
 d� 1 worden geteld door �e�en punt hpi 2 
 d� 1, de punten 6= hpi
van 
 d� 1 \ hpi ? (in het raakvlak) en de punten van 
 d� 1 niet in het raakvlak.
Elk punt van 
 d� 3, in de boven beschreven PG(d � 3; q2) levert q2 punten van

 d� 1. Elke projectieve lijn door hpi en niet in hpi ? levert q punten van 
 d� 1;
het aantal van zulke lijnen bedraagt

(q2)d� 1 � 1
q2 � 1

�
(q2)d� 2 � 1

q2 � 1
= q2d� 4:

Hiermee is eenprojectieve interpretatie van de formule verkregen.

Opga ve 15 In PG(3; 4) is het Hermite oppervlak eenkubisch oppervlak. Toon
aan dat het oppervlak 45 punten bevat, 3 lijnen per punt, 5 punten per lijn, en
27 lijnen.
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Opga ve 16 Toon aan dat in PG(2; q2) de punten van 
 2 en de snijlijnen van

 2 (in de zin van het lemma) een2� (q3 + 1; q+ 1; 1) designvormen. Dit design
heet eenunital .

De unitair e groep U(V ) is de groep der isometrieenten opzichte van de Hermite
vorm:

U(V ) := f � 2 GL(V ) j 8x; y 2 V : ((x� ; y� ) = (x; y))g :

Voor de structuur van de unitaire groep, zie [12], Chapter 5, \The unitary
group". Weer geldt de stelling van Witt ([12], 5.32).
De projectieve unitair e groep PU(d;q2) is de actie van de unitaire groep op de
punten van PG(d � 1; q2). Deze actie is natuurlijk niet transitief omdat een
niet-isotroop punt niet in eenisotroop punt kan worden overgevoerd. PU(d;q2)
werkt wel transitief op de punten van het Hermite-oppervlak 
 d� 1, op de paren
loodrechte punten van 
 d� 1 en op de paren niet-loodrechte punten van 
 d� 1.
Dit volgt uit de boven afgeleidestandaardvorm voor 
 d� 1. Dit betekent dat
PU(d;q2) als eenrang 3 groep werkt op de punten van 
 d� 1.

Opga ve 17 Bepaalde parametersvan de hierdoor gede�nieerdesterk reguliere
graaf.

Op de punten van PG(d� 1; q2) n
 d� 1 werkt PU(d;q2) eveneenstransitief. Het
aantal van dezepunten is

ud� 1 := jPG(d � 1; q2)j � j
 d� 1j =
qd� 1(qd + (� 1)d� 1)

q + 1
:

Noem tweepunten hci 6= hdi 
 d� 1 verbonden als (c;d) = 0. dan ontstaat er een
transitieve graaf met de parameters

n = ud� 1; k = ud� 2; � = ud� 3;

maar de � hoeft niet constant te zijn. Voor q = 2 geldt echter � = 4ud� 4 en is
de graaf sterk regulier.

Voorbeeld. Op de punten van PG(3; 4) n 
 3 de�nieeert loodrechtheid een
sterk reguliere graaf met (n; k; �; � ) = (40; 12; 2; 4).

4.5 Orthogonale meetkunde, char F = 2.

Een lichaamF met char F = p heetperfect wanneerF p ' F . Een eindig lichaam
met karakteristiek 2 is perfect wegens

(� + � )2 = � 2 + � 2; (�� )2 = � 2� 2; � 1 = 1:

Wij onderzoeken de meetkunde van V (d;F) en PG(d � 1; F) met eindige F en
char F = 2, eerst met eensymmetrische bilineaire vorm (I I blz. *), daarna met
de kwadratische vormen behorend bij een alternerende bilineaire vorm (I blz.
*).
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Zij f eenniet-ontaarde symmetrische bilineaire vorm voor V . Dan bezit V een
basisdie orthonormaal is t.o.v. f . Inderdaad, volgensde de�nitie en perfectie is
er eene1 zodat f (e1; e1) = 1. Stel dat de restrictie van f tot he1i ? alternerend
is, dan zijn er e2; e3 2 V zodat

[f (ei ; ej )] =

2

4
1 0 0
0 0 1
0 1 0

3

5

Dan vormen e1 + e2 + e3, e1 + e2, e1 + e3 eenorthonormale basisvoor he1; e2; e3i .
Gebruik verder inductie. Ten opzichte van de orthonormale basisgeldt

f (x; y) = x1y1 + x2y2 + � � � + xdyd:

De isotrope punten voldoen aan

0 = f (x; x) = x2
1 + x2

2 + � � � + x2
d = (x1 + x + 2 + � � � + xd)2;

dus zijn de punten van eenhypervlak.
We wendenons tot de meer interessante ver�jning van de symplectische meet-
kunde, genaamdde orthogonale meetkunde char F = 2, die ontstaat door be-
schouwing van kwadratische vormen. Dezeworden gede�nieerd door

Q(�x + �y ) = � 2Q(x) + �� (x; y) + � 2Q(y);

waarin (x; y) eenalternerendebilineaire vorm is.
Zij V (2m; F) eenniet-ontaarde symplectischeruimte met alternerendebilineaire
vorm ( ; ). Hierbij behoort een semi-lineaire familie van kwadratische vormen.
Inderdaad als Q(x) eenkwadratische vorm is bij ( ; ), dan ook Q(x) + L(x), met
L (x) semi-lineair t.o.v. het Frobenius-automor�sme � 7! � 2. Ontbind V (2m; F)
volgens( ; ) in hyperbolische vlakken

V = H1 ? H2 ? : : : ? H m :

Voor z = z1 + z2 + : : : + zm met zi 2 H i geldt

Q(z) = Q(z1) + Q(z2) + : : : + Q(zm )

Wij onderzoeken eerst het gedragvan Q op een hyperbolisch vlak H . Zij u; v
eensymplectische basisvoor H , dus zij

�
(u; u) (u; v)
(v; u) (v; v)

�
=

�
0 1
1 0

�

Zij Q(u) = � , Q(v) = � , dan geldt

Q(� 1u + � 2v) = �� 2
2 + � 1� 2 + � � 2

2 :

Als � = 0 dan kan � = 0 worden gemaaktdoor v te vervangendoor v 0 = v + � u,
omdat

(u; v0) = 1; Q(v0) = Q(v) + � + 0 = � + � = 0:
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Als �� 6= 0 dan kan � = 1 worden gemaakt door

u0 = u=
p

�; v0 = v
p

�:

Er blijft dus

Q(� 1u + � 2v) = � 1� 2, noem type A
Q(� 1u + � 2v) = � 2

1 + � 1� 2 + � � 2
2 , noem type B

Beschouw nu V (4; F) = B ? B , dat is V = hu1; v1; u2; v2i met (u1; v1) =
(u2; v2) = 1, overige ( ; ) = 0,

Q(u1) = Q(u2) = 1; Q(v1) = � 1; ; Q(v2) = � 2:

Neem als nieuwe basishu1 + u2; v2i en hu1; v1 + v2i , dan

Q(u1 + u2) = 0; Q(v2) = � 2; Q(u1) = 1; Q(v1 + v2) = � 1 + � 2;

en wij kunnen bereiken

V (4; F) = A ? (B of A):

Door iteratie vinden wij

V (2m; F) = A ? A ? : : : ? A of

V (2m; F) = B ? A ? : : : ? A:

De bijb ehorendekwadratische vormen zijn

Q+ (x) := � 1� 2 + � 3� 4 + : : : � 2m � 1� 2m ;

Q� (x) := � 2 + � 1� 2 + � � 2
2 + � 3� 4 + : : : + � 2m � 1� 2m :

Opmerking. � modulo f k2 + k j k 2 Fg is de Arf invariant van Q, zie [16],
1.12. In het geval F = F 2 is � 2 f 0; 1g.

Stelling 4.5 V (2m; F 2 heeft twee soorten kwadratische vormen namelijk

Q+ (x) := � 1� 2 + � 3� 4 + : : : � 2m � 1� 2m ;

Q� (x) := � 2 + � 1� 2 + � 2
2 + � 3� 4 + : : : + � 2m � 1� 2m :

Q" (x) heeft 22m � 1 + ":2m � 1 nulpunten, " 2 f + ; �g .

Bewijs. De gedaante van Q" (x) volgt uit het bovenstaande. Voor het tellen
van het aantal nulpunten van Q+ (x) en dat van Q� (x) merken wij eerst op dat
dezeaantallen de som 22m hebben. Inderdaad,

Q� (x + e) = 1 + Q+ (x); voor e = (1; 1; 0; : : : ; 0);
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en voor alle x 2 V (2m; F 2). Nu bestaat A ? A ? : : : ? A uit de vectorenx + y
met x 2 X , y 2 Y , waarin X en Y m-dimensionaledeelruimten van V (2m; F 2)
zijn waarop Q+ nul is. Het aantal vectoren x + y met Q+ (x + y) = (x; y) = 0
bedraagt 2m + (2m � 1)2m � 1, namelijk 2m voor x = 0, en 2m � 1 voor elke x 6= 0.

De verzameling V(2m; F 2) n f 0g kan worden beschouwd als de verzameling P
der projectieve punten van PG(2m � 1; F 2). In P de�nieren wij de kwadrieken


 " := f x 2 P j Q" (x) = 0g; " 2 f + ; �g :

Volgensde stelling geldt (vgl. � (d) uit 4.3)

j
 " j = 22m � 1 + ":2m � 1 � 1 = (2m � " )(2m � 1 + "):

De symplectische groep Sp(2m; F2) is de groep der isometrieent.o.v. ( ; ) van V
op zichzelf. De orthogonale groep O" (2m; F2) is de groep der isometrieent.o.v.
Q" van V op zichzelf. Sp(2m; F 2) werkt op P als een rang 3 groep: transitief
op de punten, op de paren punten met (x; y) = 0 en op de paren punten met
(x; y) = 1. O" (2m; F2) werkt als eenrang 3 groep op 
 " , en ook op P n
 " . Dit
levert 5 seriesvan sterk reguliere grafen, genaamdS(2m; 2) op P, O " (2m; 2)
op 
 " , en N " (2m; 2) op P n 
 " , waarin steedsx en y verbonden zijn wanneer
(x; y) = 0. De parameterszijn als volgt (ga dit na!):

S(2m; 2): n = 22m � 1, k = 22m � 1 � 2,
� = 22m � 2 � 3 � = 22m � 2 � 1;

O" (2m; 2): n = 22m � 1 + "2m � 1 � 1, k = 22m � 2 + "2m � 1 � 2,
� = 22m � 3 + "2m � 1 � 3 , � = 22m � 3 + "2m � 2 � 1;

N " (2m; 2) : n = 22m � 1 � "2m � 1 k = 22m � 2 � 1,
� = 22m � 3 � 2, � = 22m � 3 + "2m � 2.

De grafen S(2m; 2) op P en O" (2m; 2) op 
 " hebben de volgendeeigenschap.
Triangle property : bij elk paar verbonden punten u en v behoort een punt
f (u; v), verbonden met beide, zodat elk overig punt van de graaf verbonden is
met �e�en of drie van u; v; f (u; v).
Inderdaad, u + v voldoet als f (u; v) omdat

(u + v; u) = (u + v; v) = (u; v) = 0;

(u; x) + (v; x) + (u + v; x) = 0;

en (voor het geval O" (2m; 2))

Q(u + v) = Q(u) + Q(v) + (u; v) = 0 + 0 + 0 = 0:

De grafenS(2m; 2) op P en N " (2m; 2) op P n
 " hebben de volgendeeigenschap.

Cotriangle property : bij elk niet-verbondenpaar punten u en v behoort eenpunt
g(u; v), niet verbondenmet beide,zodat elk overig punt van de graaf verbonden
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is met �e�en of drie van u; v; g(u; v).

Inderdaad, u + v voldoet als g(u; v) omdat

(u + v; u) = (u + v; v) = (u; v) = 1;

(u; x) + (v; x) + (u + v; x) = 0;

en (voor het geval N " (2m; 2))

Q(u + v) = Q(u) + Q(v) + (u; v) = 1 + 1 + 1 = 1:

Opmerking. In essentie worden S(2m; 2) en O" (2m; 2) gekarakteriseerddoor
de triangle property. In essentie worden S(2m; 2) en N " (2m; 2) gekarakteriseerd
door de cotriangle property (ook het complement van de triangulaire graaf T(m)
voldoet). Zie hierover [25, 26].

In het voorgaandehebben wij veronderstelddat V (d;F) eenniet-ontaarde sym-
plectische ruimte is, dus dat V ? = f 0g. Dit kan alleen als d even is. Wanneer
V ontaard is, dan geldt V \ V ? 6= f 0g. De de�nitie van eenkwadratische vorm

Q(�x + �y ) = � 2Q(x) + � 2Q(y) + �� (x; y)

geldt ook voor ontaarde alternerendebilineaire vormen ( ; ). We noemen(V; Q)
niet-singulier als

80 6= x 2 V ? : (Q(x) 6= 0);

en singulier als Q(x) = 0 op eendeelruimte 6= f 0g van V [ V ? . Een singuliere
V is isotroop, maar niet omgekeerd (ga na).

Voorbeeld. In V (2; F 2) is de standaardvorm x1y2 + x2y1. Equivalent hiermee
is

(x; y) = x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2;

V ? = f x 2 V j 8y 2 V : ((x; y) = 0)g = h(1; 1; 1)i :

De 8 bijb ehorendekwadratische vormen zijn

Q(x) =
3X

i =1

" i x i + x1x2 + x1x3 + x2x3; " i 2 f 0; 1g:

Dezezijn niet-singulier als
P

" i = 0, en singulier als
P

" i = 1.

Voorbeeld. In (V; F 2) is de standaardvorm

x1y2 + x2y1 + x3y4 + x4y3:

Equivalent hiermeeis
(x; y) =

X

i 6= j

x i yj :
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De 16 bijb ehorendekwadratische vormen

Q(x) =
X

" i x i +
X

i<j

x i x j ; " i 2 f 0; 1g;

zijn alle niet-singulier.

Opga ve 18 In V (4; F 2) zijn zowel
P

i<j x i x j als
P

i � j x i x j van het typeQ� (x).
Welke Q(x) zijn van het type Q+ (x)?

Opga ve 19 In V (6; F 2) is
P

i � j x i x j van het type Q+ (x) en
P

i<j x i x j van
type Q� (x). Hoe zit dat in V (2m; F2)?

Zij B (x; y) eenniet-ontaarde alternerendebilineare vorm op V (2m; F 2), en zij
Q" (x) eendaarbij behorendekwadratische vorm. Beschouw de 22m � 22m ma-
trices

B := [B (x; y)]x;y 2 V ; Q" := [Q" (x + y)]x;y 2 V :

Opga ve 20 Bewijs dat [B J � B ] een(22m +1 ; 22m ; 22m � 1)-code is. Interpreteer
0; 1 als elementen van Z en bewijs dat 2B � J eenHadamard matrix is.

Opga ve 21 Bewijs dat Q" per rij 22m � 1 � "2m � 1 enen heeft. Maak een
Hadamard matrix van Q" .

Zij B de vectorruimte van alle (ook de ontaarde, ook nul) alternerendebilineaire
vormen B (x; y) = x t B y op V (2m; F 2), met

(B1 + B2)(x; y) := B1(x; y) + B2(x; y):

Zij Q devectorruimte van alle mogelijkekwadratischevormenQ(x) op V (2m; F 2),
met

(Q1 + Q2)(x) := Q1(x) + Q2(x):

Opga ve 22 Bewijs dat dim B = m(2m � 1), dim Q = m(2m + 1). Wat is het
verband tussenB en Q?

4.6 Polaire ruim ten

De voorgaandeparagrafenzijn gewijd aan de zogenaamdeklassiekemeetkunden,
hun isotrope punten en hun totaal isotrope deelruimten. In elk der gevallen
draagt de verzamelingder isotrope punten drie soorten structuur.

I. Orde-structuur: de totaal isotrope deelruimten, partieel geordenddoor in-
clusie.

I I. Lijn-structuur: de punten en de lijnen zijn de isotrope punten en de totaal
isotrope lijnen.
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I I I. Graaf-structuur: de knopen zijn de isotrope punten; twee punten zijn
verbondenals de corresponderendeisotrope punten op eentotaal isotrope
lijn liggen.

Deze structuren zijn gelijkwaardig. De doorsned van de totaal isotrope deel-
ruimten door tweepunten (volgensI) geeft de lijn door die punten (volgensI I).
Tweepunten op eenlijn (volgensI I) zijn verbonden(volgensI I I). De maximale
klieken(volgensI I I) zijn de maximale totaal isotrope deelruimten (volgensI), en
elke totaal isotrope deelruimte is de doorsnedvan tweemaximale totaal isotrope
deelruimten. Dezelaatste uitspraak volgt uit de standaard Gram matrix

2

6
6
6
6
4

O O I O O
O O O I O
� I O O O O
O � I O O O
O O O O G

3

7
7
7
7
5

In de polaire meetkunde stelt men axioma's op voor dezestructuren, teneinde
de klassiekemeetkundente karakteriseren. Somslevert dit extra mogelijkheden,
ook wanneermen zich beperkt tot eindigestructuren. Het verst in dezerichting
gaan Buekenhout en Shult [5] met de volgendede�nitie voor eenstructuur van
de soort I I.
Een prepolaire ruimte is een incidentie structuur (P; L ) van punten en lijnen
(met tenminste 2 punten) zodat elke P 2 P en l 2 L met P 62l voldoen aan de
eigenschap: P is verbonden met �e�en of alle punten van l .

Voorbeeld. De isotrope punten P en de totaal isotrope lijnen L van een
klassieke meetkunde vormen een prepolaire ruimte. Inderdaad, voor gegeven
P 62l geldt ofwel P 62l? , dus Q := P ? \ l is het enige punt van l verbonden
met P door eenlijn uit L , ofwel P 2 l? dus
inP ? en alle punten van l zijn verbonden met P door lijnen uit L .

Voorbeeld. Een cockktail party graaf � is het complement van een1-factor:

De knopen en de verbindingenvan � vormen eenprepolaire ruimte, die \mager"
is, in de zin dat elke lijn twee punten heeft. De maximale klieken in � komen
overeenmet de maximale totaal isotrope deelruimten.

Voorbeeld. Een gegeneraliseerdevierhoek is een prepolaire ruimte, omdat
daarin elk punt P verbonden is met �e�en punt van elke lijn l 63P.

Een prepolaire ruimte heet niet-ontaard als er geenpunt bestaat dat met alle
anderepunten van P verbonden is door lijnen van L . Buekenhout en Shult [5]
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bewijzen dat in eenniet-ontaarde prepolaire ruimte door elk tweetal punten ten
hoogste�e�en lijn gaat.
Een lineaire deelruimte van een prepolaire ruimte is een deelverzameling van
paarsgewijs verbonden punten die met twee punten alle punten van een lijn
bevat. De rang van een prepolaire ruimte is de lengte van een maximale vlag
van lineaire deelruimten. Voor een niet-ontaarde prepolaire ruimte met lijnen
van tenminste drie punten tonen Buekenhout en Shult de structuur I van een
polaire ruimte in de zin van Tits aan.
Een polaire ruimte van rang n is eenverzamelingS (van punten) en eencollectie
van deelverzamelingen(genaamdlineaire deelruimten) die voldoen aan

(i) een lineaire deelruimte met de daarin bevatte lineaire deelruimten vormt
eenprojectieve ruimte van dimensied, met � 1 � d � n � 1,

(ii) de doorsnedevan tweelineaire deelruimten is eenlineaire deelruimte,

(iii) voor een gegeven lineaire deelruimte D van dimensie n � 1 en een punt
P 2 Snd is er eenunieke lineaire deelruimte E zodat P 2 E, dim D \ E =
n � 2, en E bevat elk punt van D dat collineair is met P,

(iv) er bestaandisjuncte lineaire deelruimten van dimensien � 1.

Tits [?] en Veldkamp hebben de polaire ruimten van rang � 3 geklassi�ceerdd.
In het eindigegeval zijn de juist de in dit hoofdstuk behandeldeklassiekepolaire
ruimten. De polaire ruimten van rang 2 zijn degegeneraliseerdevierhoeken(voor
de klassieke gegeneraliseerdevierhoeken, zie [6], pag 301).
Ook voor de grafenstructuur I I I is er eenkarakterisering,

Stelling 4.6 (Buek enhout-Sh ult) . Zij � een eindige graaf met de volgende
eigenschap. Elke verbinding ligt in een kliek � van afmeting � 3 zodat elke
knoop buiten � is verbonden met �e�en of alle knopen van � . dan geldt een van
de volgendemogelijkheden:

(i) � bevat een knoop verbonden met alle andere knopen,

(ii) � is de lege graaf,

(iii) � = �( � ), waarin � een polariteit of een niet-ontaarde kwadratische vorm
is op een projectieve ruimte P; de knopen van �( � ) zijn de isotrope of de
singuliere punten van P, die verbonden zijn als zij loodrecht zijn,

(iv) De klieken � van � zijn maximale klieken; de knopen en de klieken van �
vormen een gegeneralizeerde vierhoek.



Ho ofdstuk 5

Kw adratisc he
verzamelingen

5.1 Ovalen

Een ovaal in eenprojectief vlak PG(2; n) is eenverzamelingvan n + 1 punten
waarvan geendrie collineair zijn. Een secant, tangent, passant, van eenovaal is
eenlijn die respectievelijk 2; 1; 0 snijpunten met de ovaal heeft.

Opga ve 23 Door elk punt van een ovaal gaat �e�en tangent. Een ovaal heeft
n + 1 tangenten, n(n + 1)=2 secanten en n(n � 1)=2 passanten. Bewijs dit.

Stelling 5.1 (Qvist) In PG(2; n), n even, gaan alle tangenten aan een ovaal
door �e�en punt.

Bewijs. Zij n = 2m. Omdat de ovaal een oneven aantal punten heeft, gaat
er door elk punt van elke secant tenminste �e�en tangent. Omdat de ovaal in
totaal 2m + 1 tangenten heeft, gaat er door elk punt van elke secant precies
�e�en tangent. Het snijpunt van twee tangenten kan dus slechts door tangenten
worden verbonden met de punten van een ovaal. Daarom ligt dit snijpunt op
alle tangenten. Dit snijpunt heet de nucleusvan de ovaal.

Als gevolg van dezestelling laat elke ovaal in PG(2; 2m) zich uitbreiden tot een
verzamelingK van 2m + 2 punten waarvan geendrie punten collineair zijn. Elk
punt 62K ligt op m + 1 secanten en m passanten van K . Elke secant bevat
2m � 1 punten 62K .

Opga ve 24 De graaf � wordt gede�nieerd op de punten van P n K , en twee
punten zijn verbondenwanneerhun verbindingslijn eensecant van K is. bewijs
dat � een sterk reguliere graaf is en bepaal de parameters. Construeer een
symmetrische Hadamard matrix met eenconstante diagonaal, door de graaf �
uit te breiden met eengeisoleerdpunt.

53
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Opga ve 25 Bewijs dat in PG(2; 2m + 1) geendrietal tangenten aan eenovaal
door �e�en punt gaat.

Vervolgensbeschouwen wij een Desarguesvlak PG(2; q), q = pr , p 6= 2 priem,
afkomstig van de vectorruimte V(3; F q). Een kegelsnede is de verzameling

fhxi 2 PG(2; q) j Q(x) = 0g

waarin Q(x) een niet-singuliere kwadratische vorm op V is. Een kegelsnede
is een ovaal. Wij willen omgekeerd bewijzen dat elke ovaal een kegelsnedeis
(vermoedenvan Kustaanheimo, bewezendoor Segre).

Lemma In PG(2; q) liggen de driehoek gevormd door 3 punten van de ovaal
en de driehoek gevormddoor de tangenten in dezepunten perspectivisch.

Bewijs. Neem he1i , he2i , he3i , hpi op de ovaal K . Geef de lijnen hei ; pi
i = 1; 2; 3 de vergelijking

x2 = � 1x3; x3 = � 2x1; x1� 3x2;

met � 1� 2� 3 = 1. Laat de tangenten in he1i , he2i , he3i tot vergelijking hebben

t1 : x2 = � 1x3 ; t2 : x3 = � 2x1 ; t3 : x1 = � 3x2:

Neem i 2 f 1; 2; 3g. Wanneer hpi alle punten ongelijk hei i , i = 1; 2; 3 van K
doorloopt, dan doorloopt � i alle waarden van F q behalve 0 en � i , dus

� i

Y
� i = � 1:

Vermenigvuldig, voor i = 1; 2; 3, dan volgt � 1� 2� 3 = � 1. Hier uit volgt dat de
verbindingslijnen van hei i en t j \ tk (met f i; j; kg = f 1; 2; 3g) door �e�en punt U
gaan (ga na!). Wanneerwij U = he1 + e2 + e+ 3i nemendan geldt � 1 = � 2 =
� 3 = � 1.

Stelling 5.2 In een Desargues vlak van oneven orde is elke ovaal een kegel-
snede.

Bewijs. Neemhe1 i , he2i , he3i , he1 + e2 + e3i als in het lemma. Dan heeft niet
alleen de ovaal K , maar ook de kegelsnede

C = fhxi 2 PG(2; q) j x1x2 + x2x3 + x3x1 = 0g

in zijn punten hei i de tangent t i met � i = � 1. We gaan bewijzen dat (hpi 2
K ) ) (hpi 2 C). Laat P = h(p1; p2; p3)i en t : b1x1 + b2x2 + b3x3 = 0 eenpunt
en de bijb ehorendetangent aan K zijn. Pashet lemma toe op de driehoek hei i ,
hej i , hpi dan volgt b2(p1 + p2) = b3(p1 + p3) en cyclisch. De eis dat P op t ligt
voert dan tot het gestelde.
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Opga ve 26 Vul de details in, bij het bovenstaandebewijs.

Opmerking. De zojuist bewezenstelling van Segregeldt niet in eenDesargues
vlak van even orde � 8. Inderdaad, beschouw de kegelsnedeC in PG(2; 2k )
en vervang �e�en van zijn punten door zijn nucleus. De verkregen ovaal heeft
meer dan 7 punten gemeenmet de oorspronkelijke kegelsnede.Daarom is deze
ovaal geenkegelsnede(t wee kegelsnedenhebben immers ten hoogste 4 punten
gemeen).

5.2 De kw adriek van Klein

Wij gaandelijnen van PG(3; F) beschrijv enmet behulp van zesPl •ucker co•ordinaten.
Beschouw twee vectoren a en b in V(d;F). Wij gebruiken a ^ b als bilineair
alternerend symbool voor het paar a; b, dat is,

a ^ a = 0; a ^ b= � b^ a; a ^ (b+ c) = a ^ b+ a ^ c; a ^ (�b ) = � (a ^ b):

Op eenconstante na bepaalt a ^ b de deelruimte ha; bi , omdat

(�a + �b ) ^ (�a + � b) = (�� � �� )(a ^ b):

Ten opzichte van de basise1; e2; : : : ; ed van V(d;F) geldt

a ^ b=

 
X

i

� i ei

!

^

 
X

i

� i ei

!

=
X

i<j

(� i � j � � j � i )ei ^ ej :

De Pl•ucker co•ordinaten van a ^ b zijn de d(d � 1)=2 co•ordinaten

pij := � i � j � � j � i ; i < j ; i; j = 1; : : : ; d:

Stelling 5.3 In V(4; F) geldt voor de zesco•ordinaten van a ^ b,

p12p34 + p23p14 + p31p24 = 0:

Bewijs. Wegenspij = � pj i geldt het volgende:
2

6
6
4

0 p12 p13 p14

p21 0 p23 p24

p31 p32 0 p34

p41 p42 p43 0

3

7
7
5

2

6
6
4

0 p43 p24 p32

p34 0 p41 p13

p42 p14 0 p21

p23 p31 p12 0

3

7
7
5 = I 4:

De linker matrix heeft rang 2, omdat

rang [� i � j � � j � i ] � rang [� i � j ] + rang [� j � i ] = 1 + 1:

Daarom is rechts de determinant, dus de factor nul.

De uitdrukking p12p34 + p23p14 + p31p24 = 0 is de vergelijking van een hyper-
bolische kwadriek 
 + in PG(5; F), met co•ordinaten (p23; p31; p12; p14; p24; p34).
Dit is de Klein kwadriek.
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Stelling 5.4 Er is een bijectie tussen de rechten van PG(3; F) en de punten
van de Klein kwadriek 
 + .

Bewijs. Een rechte in PG(3; F) correspondeert met eenvlak in V (4; F), dus
met eena ^ b, dus met zesco•ordinaten die voldoen aan de vergelijking van de
kwadriek. Omgekeerdbehoort er precies�e�en rechte in PG(3; F) bij gegeven p ij ,
niet alle nul, die voldoet aan de vergelijking van 
 + . Inderdaad, de projectieve
punten (0; p12; p13; p14), (p21; 0; p23; p24), (p31; p32; 0; p34) en (p41; p42; p43; 0) zijn
collineair, en de a ^ b van elk tweetal heeft Pl •ucker co•ordinaten evenredig met
pij .

Stelling 5.5 Twee lijnen in PG(3; F) met Pl•ucker co•ordinaten pij en qij snij-
den elkaar dan en slechts dan als

B (pij ; qij ) := p12q34 + p34q12 + p23q14 + p14q23 + p31q24 + p24q31 = 0:

Bewijs. Stel de lijnen zijn gegeven door a^ b en c^ d. De lijnen snijden elkaar
dan en slechts dan als

0 =

�
�
�
�
�
�
�
�

� 1 � 2 � 3 � 4

� 1 � 2 � 3 � 4


 1 
 2 
 3 
 4

� 1 � 2 � 3 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

:

Ontwikkel de determinant naar de onderdeterminanten van debeideeersterijen,
dan verkrijgt met B (pij ; qij ).

In V (6; F) is devorm B (pij ; qij ) eensymplectischevorm. In termen van PG(5; F)
zegtdestelling dat tweelijnen in PG(3; F) snijden wanneerdecorresponderende
punten op de Klein kwadriek verbondenzijn door eenop 
 + liggendelijn. Dus
als hpi 2 
 + en hqi 2 
 + , dan

hp;qi 2 
 + , B (p;q) = 0:

De correspondentie tussen de lijnen van PG(3; F) en de punten van 
 + �
PG(5; F) kan in beide richtingen worden gebruikt.

Voorbeeld. Op de Klein kwadriek 
 + liggen tweesoorten projectieve vlak-
ken, namelijk die corresponderendmet de lijnen in eenvlak, en die correspon-
derend met de lijnen door eenpunt in PG(3; F).

Opga ve 27 Hoe gedragenzich dezetweesoorten vlakken onderling en weder-
zijds?

Een lineair complex van lijnen in PG(3; F) is eenstelselijnen dat in PG(5; F)
corresponeert met de doorsnedevan de Klein kwadriek 
 + en een hypervlak.
Een lineair complex wordt bepaald door de pool van zijn hypervlak ten op-
zichte van 
 + . Omdat PO+ (6; F) transitief is op de punten van 
 + , en ook
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op de punten 62
 + , hebben wij de volgendestandaardvormen voor de lineaire
complexen:
De pool (0; 0; 0; 0; 0; 1) geeft het speciale lineaire complex, p12 = 0.
De pool (0; 0; 1; 0; 0; 1) geeft het algemenelineaire complex, p12 + p34 = 0.

Stelling 5.6 Een speciaal lineair complex bestaat uit alle lijnen in PG(3; F)
die een gegevenlijn snijden.

Bewijs. Het hypervlak van een speciaal lineair complex raakt aan de Klein
kwadriek. Het specialecomplex bestaat dus uit alle lijnen die de met het raak-
punt corresponderendelijn snijden.

Stelling 5.7 Een algemeen lineair complexbestaat uit alle lijnen van PG(3; F)
die totaal isotroop zijn ten opzichte van een symplectische vorm.

Bewijs. Zonder de algemeenheidte schaden geven wij het complex de stan-
daardvorm

0 = p12 + p34 = x1y2 � x2y1 + x3y4 � x4y3 =: b(x; y)

voor projectieve lijnen hx; yi . Interpreteer nu b(x; y) als eensymplectische vorm
voor PG(3; F).

Opga ve 28 Bewijs dat in PG(3; F q)door elk punt q+ 1 lijnen van eenalgemeen
lineair complex gaan en dat die lijnen in eenvlak liggen.

Opga ve 29 Waarmeecorresponderende regelscharen van eenhyperboloide in
PG(3; F)?

5.3 The twisted polarit y

We specializerennu tot F = GF (q), q = 2h , en beschouwen wederom

V(4; Fq) = V = he1; e2; e3; e4i ;

V ^ V = he2 ^ e3; e3 ^ e1; e1 ^ e2; e1 ^ e4; e2 ^ e4; e3 ^ e4i :

V is voorzien van de symplectische vorm

[b(ei ; ej )] =
�

0 1
1 0

�
�

�
0 1
1 0

�
;

en V ^ V is voorzien van de boven gede�nieerdevorm B ( ; ), die op de basisvec-
toren werkt volgens

B (eh ^ ei ; ej ^ ek ) =
�

1 als f h; i; j; kg = f 1; 2; 3; 4g,
0 anders.
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Het lineaire complexp12+ p34 = 0 wordt in V voorgestelddoor de totaal isotrope
vlakken ten opzichte van b(x; y), en in V ^ V door de 5-dimensionaledeelruimte
W

W := he1 ^ e2 + e3 ^ e4; e1 ^ e3; e2 ^ e4; e1 ^ e4; e2 ^ e3i :

Ten opzichte van B ( ; ) heeft W het radicaal

rad W = he1 ^ e2 + e3 ^ e4i ;

en W = (rad W ) ? V 0, met

V 0 = he1 ^ e3; e2 ^ e4; e1 ^ e4; e2 ^ e3i :

De�nieer de lineaire afbeelding (pro jectie) � : W ! V door

� (rad W ) = 0; � (e1 ^ e3) = e1; � (e2 ^ e4) = e2;
� (e1 ^ e4) = e3; � (e2 ^ e3) = e3:

Dan induceert � een isometrie tussen V 0 met B ( ; ) en V met b( ; ). Projectief
gezieninduceert � eenbijectie tussende totaal isotrope lijnen en de punten van
de symplectische PG(3; q).
De lijnen door een punt P in PG(3; q) corresponderen met de punten van
een projectief vlak op de Klein kwadriek. De totaal isotrope lijnen door P
in PG(3; q) corresponderenmet de punten van een projectieve lijn op 
 + , die
onder � wordt geprojecteerd op een totaal isotrope lijn van de symplectische
PG(3; q).
Zij L deverzamelingvan de totaal isotrope lijnen van desymplectischePG(3; q),
en zij P de verzamelingvan de punten van PG(3; q). Dan induceert � dus niet
alleen eenafbeelding � L : L ! P, maar ook eenafbeelding � P : P ! L , en er
geldt

(P 2 l) ( ) (� L (l ) 2 � P (P)) :

Wij onderzoeken of � L � P : P ! L ! P aanleiding kan geven tot een \p olari-
teit" tussenP en L . Daartoe berekenenwij eerst � L � P .
Zij x =

P
x i ei , y =

P
yi ei , z =

P
zi ei met b(x; y) = b(x; z) = 0. Wij berekenen

� L � P (hxi ) = � L (� L (x ^ y) ^ � L (x ^ z)) :

� (x ^ y) ^ � (x ^ z) = b(y; z)[(x1x2 + x3x4)(e1 ^ e2 + e3 ^ e4) +

+ x2
1e1 ^ e3 + x2

2e2 ^ e4 + x2
3e1 ^ e4 + x2

4e2 ^ e3]:

� (� (x ^ y) ^ � (x ^ y)) = b(x; y)
�
x2

1e1 + x2
2e2 + x2

3e3 + x2
4e4

�
:

Hieruit volgt
� L � P h(x1; x2; x3; x4)i = h(x2

1; x2
2; x2

3; x2
4)i ;

met andere woorden, � L � P : P ! L ! P is een semilineaire afbeelding ten
opzichte van het Frobenius automor�sme � : � 7! � 2 van GF (2h ). Dit bewijst:

Lemma Voor � L � P : P ! L ! P geldt � L � P = � .
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Lemma GF (2h ) bezit een (uniek) automor�sme � met � 2 = � dan en slechts
dan als h onevenis.

Bewijs. voor h = 2m + 1 voldoet � � = � 2m +1
omdat

(� � )� =
�

� 22m +1
� 2

= � 2:

Voor even h is GF (4) een deellichaam, waarin het kwadraat van elke � 2
Aut GF (2h ) de identiteit induceert.

Stelling 5.8 Er bestaat een (unieke) \p olariteit" � tussen P en L , d.w.z. af-
beeldingen � P : P ! L en � L : L ! P met � P � L = 1L , � L � P = 1P , in een
symplectische PG(3; q), q = 2h , dan en slechts dan als h onevenis.

Bewijs. Zij h oneven. Voor � L � P : P ! L ! P geldt � L � P = � en � = � 2,
� 2 Aut GF (2h ). De�nieer � P := � � 1� � , � L := � � 1� L dan is, omdat � � = � � ,

� L � P = � � 1� L � � 1� P = � � 2� L � P = � � 2� 2 = 1:

Dit bewijst dat � L en � P elkaars inversezijn. Noem � P = � , dan geldt voorts

(P1 2 � (P2)) ( ) (P2 2 � (P1)) :

Als h even is, dan bestaat er geen� , en ook geenpolariteit.

Deze� : P $ L heet de twisted polarity van Tits, vgl. D.E. Taylor's appendix
\The geometryof the Klein quadric" in [12]; zieook [6] endevolgendeparagraaf.

5.4 Ovoiden

Een ovoide is een verzameling van q2 + 1 punten in PG(3; Fq) waarvan geen
drietal op eenlijn ligt. Een voorbeeldvan eenovoide is eenelliptische kwadriek.
Analoog aan de stelling van Segregeldt (Barlotti):

Stelling 5.9 In PG(3; F q), q oneven, is elke ovoide een elliptische kwadriek.

Wij beperken ons verder tot PG(3; F q), q = 2h . Zij M eenmaximale verzame-
ling van q2 + m punten waarvan geendrietal op een lijn ligt. PG(3; 2) heeft
maximale M van 8 punten, namelijk de punten buiten eenvlak. Voor q = 2h ,
h > 1 geldt echter het volgende.

Stelling 5.10 In PG(3; F q), q = 2h , h > 1 is een maximale verzameling een
ovoide (dus m = 1).

Bewijs. Zij P 2 M , M eenmaximale verzameling. Wij bewijzen eerst dat er
een tangent door P bestaat. Stel dat elke lijn door P secant is, dan heeft M
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q2 + q+ 2 punten,
� q2 + q+2

2

�
secanten en geentangenten. Maar het totaal aantal

lijnen van PG(3; Fq) is

(q2 + 1)(q2 + q + 1) >
�

q2 + q + 2
2

�

dus er is eenpassant, zegl . De vlakken door l snijden M in 0 of q + 2 punten,
dus q + 2 is eendeler van

q2 + q + 2 = (q + 2)(q � 1) + 4

en q = 2, tegenspraak.
Zij t een tangent door P aan M . Van de q + 1 vlakken door t heeft tenminste
�e�en, zeg � , met M de q + 1 punten van een ovaal gemeen. Inderdaad, q + 2
punten kan niet, omdat er dan geen tangenten zijn, en als alle vlakken � q
punten van M zoudenhebben, dan zou M

� 1 + (q + 1)(q � 1) = q2 < q2 + m

hebben. Zij N de nucleus van de ovaal in � . Elke lijn door N in � snijdt de
ovaal dus in �e�en punt. Voorts gaat door N tenminste �e�en secant s 62� , anders
zou M niet maximaal zijn. Elk vlak door s snijdt M in tenhoogsteq+ 1 punten
(niet in q + 2 punten omdat er eentangent in � is). Maar dan levert

m + q2 � 2 + (q + 1)(q � 1)

dat m = 1. Voorts heeft elk vlak door de secant s preciesq + 1 punten van M .

Stelling 5.11 Zij O een ovoide in PG(3; q), q = 2h , h > 1. Elk vlak snijdt O
in 1 of q + 1 punten. Er zijn q2 + 1 raakvlakkenen q3 + q snijvlakken.

Bewijs. Net als in de vorige stelling nemenwij P 2 O, eentangent t 3 P, een
vlak � 3 t met j� \ Oj = q + 1, de nucleus N van � \ � , en eensecant s 3 N .
Wij weten dat elk vlak door s de ovoide O in q+ 1 punten snijdt. Zij Q 2 O n� .
Dan is N Q een secant van O. Inderdaad, de doorsnedevan O met het vlak �
door s en N Q is eenovaal, waarvoor � [ � eentangent, en s eensecant is, dus
waarvoor N niet de nucleus is. Elk vlak door t heeft dus ofwel slechts P, ofwel
q + 1 punten met O gemeen.Er zijn dus q snijvlakken en precies�e�en raakvlak
door t. Dit geldt voor elk punt P 2 O, en de bewering volgt.

Stelling 5.12 Zij O een ovoide in PG(3; q), q = 2h , h > 1. Door P 62O gaan
q + 1 tangenten; dezeliggen in een vlak.

Bewijs. O is maximaal, dus er is een secant s door P. In elk van de q + 1
vlakken door s heeft P precies�e�en tangent. Twee tangenten door P bepalen
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een vlak en dus een ovaal, waarvan P de nucleus is. Buiten de tangenten aan
dezeovaal heeft P dus geenanderetangenten.

Ten opzichte van eenovoide O in PG(3; q), q = 2h , bestaat de volgendecorre-
latie. Een raakvlak correspondeert met zijn raakpunt. Een snijvlak correspon-
deert met de nucleus van zijn snijovaal; dan correspondeert een punt P 62O
met het vlak van zijn tangenten aan O.

Stelling 5.13 De zojuist beschrevencorrelatie is een symplectische polariteit.

Bewijs. Als P en � corresponderen, dan geldt P 2 � en de tangenten in �
zijn de lijnen door P. Als ook P 0 en � 0 corresponderen,dan geldt

(P 2 � 0) ( ) (P [ P0 = � [ � 0) ( ) (P0 2 � );

dus de correlatie is eenpolariteit van het symplectische type.

De totaal isotrope lijnen ten opzichte van de gevonden symplectische polariteit
zijn de tangenten aan de ovoide. Er zijn (q + 1)(q2 + 1) tangenten, en evenveel
punten in PG(3; q). Door eenpunt gaanq+ 1 tangenten, en elke tangent bevat
q + 1 punten. Noem P de verzameling der punten, en L de verzameling der
tangenten. In ?? hebben wij aangetoond dat voor h oneven (en slechts dan) er
een(unieke) twisted polarit y � : P ! L met � 2 = 1 bestaat, geconstrueerdmet
behulp van het unieke automor�sme � van GF (2h ) dat voldoet aan � 2 = � . De
verzameling van q2 + 1 punten die op hun � -beeld liggen is een ovoide. Deze
ovoide heet de Tits-ovoide. De tangenten die hun � -beeld bevatten vormen een
spreadvan PG(3; q). Dit heeft eenaantal gevolgen.

Gev olg. In verband met de in ?? genoemde stelling van Andr �e geeft de
spreadbestaandeuit de q2 + 1 tangenten aan de Tits-ovoide aanleiding tot de
constructie van een eindig translatievlak van de order 24r +2 , voor elke r � 1,
zie [?] x12.

Gev olg. Voor q � 8 zijn de Tits-ovoiden geenkwadrieken. Inderdaad, het
volgendeis niet bijzonder moeilijk aan te tonen (zie [12], appendix x8. of [21]
x1.). In PG(3; q) worden a�ene coordinaten ingevoerd: x = x 3=x1, y = x4=x1,
z = x2=x1. Dan bestaat de Tits-ovoide uit het oneigenlijke punt van de z-as en
de q2 punten

�
(x; y; z) j z = xy + x2+ � + y� 	

:

Reedsvoor q = 8 levert dit eenovoide op die geenkwadriek is.

Gev olg. De groep der automor�smen van de Tits-ovoide is de Suzuki groep
Sz(q) van de orde (q2 + 1)q2(q � 1). Dezegroep werkt 2-transitief op de Tits-
ovoide. Voor de structuur van Sz(q), zie [12] appendix, [21] en [29].
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5.5 M •obius meetkunde

Een M•obius vlak (P; L ) is eenverzamelingP van punten, en eencollectie � van
deelverzamelingen(zeg cirkels), zodat geldt:

(i) elk drietal punten ligt op �e�en cirkel,

(ii) er zijn vier punten niet op eencirkel,

(iii) 8p;q 2 P : 8
 2 � ; p 2 
 ; q 62
 9!� 2 � : (p 2 � ; q 2 � ; 
 [ � = f pg):

Figuur 5.1:

Voorbeeld. De punten en de cirkels van een sfeer in R 3 voldoen aan de
axioma's. Stereogra�sche projectie vanuit N 2 sfeer geeft de punten, lijnen
en cirkels van het Euclidische vlak. Wanneer slechts de cirkels door N wor-
den beschouwd, dan geeft stereogra�sche projectie de punten en lijnen van het
Euclidische vlak, en wordt (iii) het axioma van Euclides.

Voorbeeld. Zij P de verzamelingvan de punten van eenovoide in PG(3; F).
Zij � de collectie van de snijvlakken van de ovoide (dus niet de raakvlakken).
Dan vormt (P; �) een M•obiusvlak. Zij P 2 P een vast punt van de ovoide,
met raakvlak � . De lijnen 62� door P, en de vlakken 6= � door P vormen een
Desarguesa�en vlak.

Voorbeeld. Beschouw het \complexe" vlak GF (q2) [ f1g met conjugatie �
en zelfgeconjugeerdeGF (q). De elementen van het complexevlak en de cirkels

�
z 2 GF (q2) j r z�z + �sz + s�z + t = 0; r; s; t 2 GF (q)
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vormen eenM•obiusvlak. De M•obius transformaties

z 7!
az + b
cz + d

; ad � bc= 1;

voeren cirkels in cirkels over.

Opga ve 30 De punten en de blokken van een3-(n2 + 1; n + 1; 1) designvormen
eenM•obius vlak.

Wij keren terug tot de de�nitie van eenM•obius vlak (P; L ).

Stelling 5.14 Zij � het deel van � dat bestaat uit alle cirkels door een vast
punt N 2 P. Dan is (P n f N g; �) een a�en vlak.

Opga ve 31 Bewijs dezestelling.

Wij weten dat eena�en vlak niet Desargueshoeft te zijn. Dat is wel zo wan-
neer het M•obius vlak kwadrikaal (afkomstig van een elliptische kwadriek in
PG(3; F)) of ovoidaal (afkomstig van eenovoide in PG(3; F)) is. In de M•obius
meetkundetracht met ovoidale en kwadrikale M•obius vlakken te karakteriseren
door meetkundigeeigenschappen van de cirkels.

Stelling 5.15 M•obius vlak is kwadrikaal dan en slechts dan als de stelling van
Miquel geldt.

Voor dit resultaat van van der Waerden en Smid (1935) zie [6] Ch. 6, en ook
[20]

Stelling 5.16 Een M•obius vlak is ovoidaal dan en slechts dan als de bundel-
stelling geldt.

Voor de bundelstelling zie [6]. Van der Waerdenen Smid (1935) bewezen) , en
J. Kahn [1] beweesde anderekant. Omdat eenelliptische kwadriek eenovoide
is, en omdat er ovoiden bestaan die geenkwadriek zijn (zie ??), impliceert de
stelling van Miquel debundel stelling, maar niet omgekeerd(vergelijk het gedrag
van de stellingen van Pappusen Desargues).Voor verdereresultaten zie [6] Ch.
6.
Analoog aan de M•obius meetkunde worden de meetkunden van Minkowski en
Laguerre gede�nieerd. Wij volstaan met een eenvoudig model, en verwijzen
verder naar [8] Kapitel 12.

Voorbeeld. Zij 
 een hyperbolische kwadriek of een kwadratische kegel in
PG(3; q). Zij � de verzamelingder vlakken in PG(3; q), die met 
 tenminste
twee punten, maar geenrechte gemeenhebben. Dan is (
 ; �) een Mink owski
meetkundeals 
 eenhyperboloide is, en eenLaguerremeetkundeals 
 eenkegel
is. Stereogra�sche projectie vanuit een punt N 2 
 levert een (q � 1; q)-net,
respectievelijk een(q; q)-net (zie ?? en ga na).
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