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�'$-! $�� .�%��� $�-� ��  % ��)+� �%-���� ��+) ��$� ! �� ��)'�$%� +  ��+�� �$�-��� ��� -� $�� !-�$ �-�'+ %  �) �'������'+ .�%��� $�-� $������'�� �� !-)�+
��������� �$ �� ��++���-�� $� $ $��� $������'� �� -�+�  ��+�� �+� $- %�+ $�.�+� �! ++
���$���$ $� ���$�!�� ��)'�$%� +����� ������� $�-���!-)�+� ���-�� �$ $� �� �� ��
-�$�� �.�� �����$�� � � �-$ �� !-)�+ ������) ��  )�%��$ � �    .�%��� $�-�
!-)�+ -�  ���$�! �� !-)�+ ������) ���$� )� ¡�� +�!�$ $�-� -� $�� �$ $���� ��
���� �!�+��� $� $  .�%��� $�-� !-)�+ ��-'+) ��  ��$% �$ ��-'��� &-��.�%# $��
!-%�  ��$% �$ $�� .�%��� $�-� !-)�+ ��# $�� � %)�% �$ �� $- %�+ $� �$ $- $�� ������
��� $�-� -% �!�+�!��$ $�-� -� $��� -%���� +#¢%� +£ ���$�!� ��)��)#  �  %�'�)
�� ¤¥¦§# ���¨��%�����) '��%�  %� -�$�� ���+���) $- ������� )�$ �+� �� $���% !-)�+�
$� $  %� %�)'�) �$ �-% .�%��� $�-� �'%�-���� ¡�� %� �-� �-% $��� �� $� $ �'��
)�$ �+�  %�  +�- �%����$ �� $�� %� + ���$�!#  �) �� ���-%�-% $��� $��! ��$- $��
.�%��� $�-� !-)�+# $�� '��%©� �-��)���� �� $�� � �$��'+���� -� $�� !-)�+ ��$� %��
����$ $- $�� %� + ���$�! �� ���%� ��)� ��� �-'+) � � $� $ $��%� �¨��$�  $% )��-ª��$���� $�� �ª-%$ ���  �'! � '��%� $- %�+ $� $�� !-)�+ $- $�� %� + ���$�!  �)
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$�� �ª-%$ ���  !-)�+ ������%� $-  '$-! $�� ++� .�%��� $�� !-)�+� ��$%-)'����
�%-��%$���%���%.���  ��$% �$�-�� ��  � � �-$� $-  ++-�  �'! � '��% $- ! ��
 !-)�+ )�$ �+�)  �) $- �%-)'��  .�%��� $�-� !-)�+ $� $ �� ¢!-)�+������ �+�£����$% �$�-� $������'�� �¨$��) $��  ��+�� ��+�$� -� !-)�+ �������� �� $��� ������

���$% �$�-�# ��$'�$�.�+�# !� �� %��+ ���� -�� ��! �$�� + !-)�+ ��  �  ��
�$% �$# �� ����% +# ��!�+�% -��� ��  ))�$�-� $- $�� %��'�%�!��$ $� $  �  ��$% �$
�.�%��� $�-�� !-)�+ ��-'+) � .�  �! ++�% �$ $� �� �� $� � $�� �-��%�$� ��!�
�+�!��$ $�-�� -��# $��  ��$% �$�-� ���)� $- �� µ¶· ¸# ����� !� �� $� $ �.�%�
�%-��%$� ������) $- �� $%'� -� $��  ��$% �$ !-)�+# �-+)� �-% $�� �-��%�$� -��
 � ��++� ¡���  ++-�� $�� $% ����% -� �-��$�.� .�%��� $�-� %��'+$� �%-! $��  ��$% �$
!-)�+ $- $�� �-��%�$� -���

¡��%�  %� ��.�% +  ��%- ���� $- �-��$%'�$���  ��$% �$�-��� ��� �� $- '��  ��
�$% �$�-�� �����  %� � �� �� � '$-! $��� �-��$%'�$�-� ¤¦#¹§� &�%�# ��  ��'!�
$� $ $��  ��$% �$�-� �� �������) �� $�� '��%� � ��!�+ %  ��%- �� �� $ ��� �� $��
º �)�% $--+ ��$ ¤¥§� ¡��� � �# $�� � %$��'+ % ������$ -� $�� ���$�!©� )������%
! � �� �¨�+-�$�) �� �-��$%'�$���  �  ��%-�%� $�  ��$% �$�-�# $�'� -������ $��
%- ) �-% ��%$ �� ¢�+�.�%£  ��$% �$�-�� $� $  %� +��� +���+� $- �� �-��$%'�$�)  '�$-! $�� ++�� ¡�� ) ���%# �-��.�%# �� $� $ �'��  � �)��% �$�)  ��$% �$�-� �� �-$
������ %�+� � �� ��$� %�����$ $- $�� �%-��%$� $- �� .�%���)� ¡�� '��% �� +��$ ��$�  
�-���)�% �+� $ �� $-  %�'� $�� � �$��'+���� -� $��  ��$% �$�-�� ,'��  �  %�'!��$
�� �� !-�$ �% �$�� + .�%��� $�-� � ���  � ���-%! + -��� »�.�� $�� -���%. $�-�
$� $ $�� �%-� ��+�$� -� �%%-%� �-% �'��  $ �� ���%� ��� ��$� $�� �%-�+�! ����# $��
���) �-%  �-%! +  �)  '$-! $�)  ��%- �� $- $�� ¼'�$��� $�-� -�  ��$% �$�-�� ��
�+� %+�  �� %��$�

�'% �- + �� $- �%-.�)�  !��� ���! �-% ��$ �+������ $�� �-%%��$���� -� '��%�
�-��$%'�$�)  ��$% �$�-��� &�%�# �� ��.��$�� $� $�� '�� -� ½¾¸¿À¸Á ÂÀ¿ÃÄÅÆ �-%
$��� �'%�-��� ¡- �. +' $� $��  ��+�� ��+�$� -� �'��  �  ��%- ��# �� �-���)�%  
!-)�+ -� $�� Ç��+���© º-'�)�) È�$% ��!����-� Ç%-$-�-+ �ºÈÇ� ¤É§� ºÈÇ ��  
. %� �$ -� $�� �+$�%� $����º�$ Ç%-$-�-+# ���%� -�+�  �-'�)�) �'!��% -� %��$% ��!����-�� -� � ���$� ��  ++-��)  �) $�!��-'$�  %� '��) $- )�$��$ � ���$ +-���
�� $�� �-��%�$� ���$�!# � ���$�  %� +��$� -� � $'% + �'!��%�� ¡� $ !� �� $� $
$�� ���$�! �� �����$�� ¡��%��-%�# ��  ��+�  �  ��$% �$�-� �� -%)�% $-  %%�.�  $  ���$���$ $� .�%��� $�-� !-)�+� ¡�� ��-+� . %��$� -� +��$� �� %��%����$�) $��%� ��
Ê  ��$% �$ +��$�� ¡�-'�� $��  ��$% �$�-� �� '�� ���!� $- �� ��!�+�# )������ �.��
%�+ $�.�+� ��!�+� �'��$�-�� -�  ��$% �$ +��$� �� �%%-%��%-�� ��� '�� -� $�� �-���)�
�% �+� �'!��% -� � ��� $� $ ��-'+) �� $ ��� ��$-  ��-'�$� Ë� $--�  �  $$�!�$
$- �%-.� �$� �-%%��$���� ��$� $�� �*Ì� �. Í�¥� $��-%�! �%-.�% ¤¥Í§� �*Ì� ��  
��'++� �%�$�-%)�% $��-%�! �%-.�% ��$� ��)'�$�-� � ��) -� $�� �¨�+���$ ��)'�$�-�
� % )��!� �$ �%-.�)��  +�- )����$�-� �%�����+�� �-% ����% $�) ) $ $����# �����
 %� ���-)�)  � �-%$� -� $�� '�)�%+���� -%)�%��-%$�) � +�'+'�#  �)  +�-%�$�!��
�'��$�-� ������� $�-��# �����  %� '��) $- ���$������ ��� ��)'�$�-� ����!�� ����
¤¥¹§�� ¡�%-'��-'$ $��� � ��%# �� ��++ '�� $�� �*Ì� ���'$ ���$ ¨ $- )���%��� $��
������� $�-� -� -'% %'����� �¨ !�+��

�$ $'%�� -'$ $� $ $��  %����� �%--� -�+�� $�-��  %� �� ++������ �¨ !�+�� �-%
$��-%�! �%-.��� �� ����% +� �*Ì� ���)�) $- �� $'��) ���-%� �$ �-'+)  '$-�
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! $�� ++� )� + ��$� $�� � ��$� �%--��Ï ��.�% + ��'%��$��� -� �*Ì� �$% $����� ��%�
�!�%-.�) �-% $� $ �'%�-��� Ë� ��+��.� $� $ �-!� -� -'% �-��+'��-��  �-'$ $��
$��-%�!��%-.��� �$% $����� )% �� �%-! $�� ºÈÇ � �� �$')� )- �-$ )����) -�
$�� � %$��'+ %�$��� -� ºÈÇ#  �) $�'�  %� . +�) �-%  ��)�% % ��� -� � ��$� �%--���

¡�� � ��% �� -%� ����)  � �-++-��� �� ,��$�-� ¦# �� )���%���  !�$�-) �-%
 ��+���� ) $  ��$% �$�-�� �� �% �$���� ,��$�-� Ð �� )�.-$�) $- $�� � �� �$')� -�
$�� Ç��+���© º-'�)�) È�$% ��!����-� Ç%-$-�-+� ¡�� �%-���� -� $'���� $�� $��-�
%�! �%-.�% �*Ì� $- )� + ��$� � ��$� �%--�� �� )���%���) �� ,��$�-� Í� Ñ�� ++�# ��
�-��+')� �� ,��$�-� Ò ��$� �. +' $��� $�� ��%����$�.�� -� $�� )���%���)  ��%- ��
$- � ��$� �%--���

Ó ÔÕÕÖ×��Ø ÙÚ�Ú ÔÛÜ��Ú�����Ü

Ý'%%��$+�#!-)�+ ������%� �%-.�)� �-!� � ��+�$��� �-% � '$-! $��� %�)'����  �$ $�
�� ��# +��� � %$� +�-%)�% %�)'�$�-� $������'��� ¡���� $������'�� )� + ! ��+� ��$�
$�� �-�$%-+ Þ-� -�  !-)�+� �� $�� �-�$% %�# ) $ �. +'�� �$-%�)  �) $% ��!�$$�)
��  ���$�!�# ��-�� )-! �� �� -�$�� �����$� -% .�%� + %��#  %� �-$ � �)+�) ��
$��!Ï �$ ��  $ �� -�  '��% $- �%����$ ) $ ��  .�%��� $�-� !-)�+ ��  ���$��-%! -� %� �-� �+� ����� �����)��� -�  �%-��%$� $- .�%���# $��  �$' + . +'�� -�
) $ ! � �-!�$�!�� �� ���-%�) -% %��+ ��) �� �-!�  ��$% �$ . +'��� ���$% �$
) $ $����  �) ��� ��'+ $�-� $������'��# ��-�� '� �� �� �%-����# � ��+�$ $� ���$%-)'���� ) $  ��$% �$�-�� ���  '��%�� ��  �  ��$% �$ !-)�+# $�� -��% $�-��
-� ) $  %� !�!����) �� ��� -��� -� $��  ��$% �$ ) $ � º���)�� )��%� ���� $��
�$ $� �� �� -� $�� ���$�!# $�� ! �� %��'�%�!��$ �-%  �  ��$% �$�-� �� $� $ $��
 ��$% �$ ���$�! ��� .�-'% ��-'+) �-%%��$+� %�Þ��$ $�� ��� .�-'% -� $�� -%���� +
���$�! ��$� %�����$ $-  .�%��� $�-� $ �� �� $�� ����� $� $ �¥�  �  ��$% �$�-�
��-'+) � �$'%�  ++ �����$� + �-��$� �� $�� ���$�! ��� .�-'%# ����# �� �-$ ¢$--
 ��$% �$£#  �) �¦�  �  ��$% �$�-� ��-'+) �� � ���

¡�� �-����$ -� � ��  ��$% �$�-� �� ��++�)�.�+-��) ��$��� $�� ßàµ½À¶á½ âÅ½¸Àã
ÂÀ¸½¶½Ä¿Å �% !��-%� ¤Ò§� ¡�� %��'�%�!��$ $� $ ���$% �$ ��$�%�%�$ $�-� �'$� -�
$�� %�+ $�-� ��$���� $�� �-��%�$� !-)�+  �) �$� � ��  ��$% �$�-� � � �� �-%! +�
���)  �  %��'�%�!��$ -� $�� %�+ $�-� ��$���� $�� ) $ -��% $�-�� -� $�� �-��%�$�
���$�!  �) $���%  ��$% �$ �-'�$�%� %$�#  � �-++-��� ä.�%� . +'� -� $�� �-��%�$�
�$ $� �� �� �� ! ���) �� $�� ¶àµ½À¶á½Ä¿Å ·åÅá½Ä¿Å æ ��$-  �  ��$% �$ . +'� �����#
��$'�$�.�+�# ¢)���%����£ $�� �-��%�$� . +'�� ��  � �¨ !�+� �-���)�% $��  ��$% ��$�-� -� ��$���%� ��$- $���% ����� �� ����� −Ð �� ! ���) �� æ ��$- çèé� Ñ-% �.�%�
-��% $�-� ��'��$�-�� êëìíë -� $�� �-��%�$� �$ $� �� ��#  �  ��$% �$�-� êîïð ���)�$- �� )����) ����� ¢!�!���£ êëìíë� Ñ-% �¨ !�+�# �� $�� �-��%�$� -��% $�-� ��
$�� ��' %��� -�  � ��$���%# $��� �$�  ��$% �$�-� �� $�� �'��$�-� -.�% {çèéñòóô}$� $ ! �� �.�%� ���'$ $- òóô� �� ����% +# $��  ��$% �$�-� � � �� �-�)�$�%!���
��$��� Ñ-% �¨ !�+�#  ))�$�-� �õ� -.�% $�� ��$���%� ��  ��$% �$�) ��$-  � -��% $�-�
�õîïð� �'�� $� $ òóôõîïð çèé ! � ���+) òóô -% çèé �-�)�$�%!����$�� ++�� ¡���
�� �-%! ++� � �$'%�) �� +�$$��� êîïð ��  �'��$�-� ��$- $�� �-��%��$ -.�% $�� )-�
! �� -�  ��$% �$ . +'��� ¡�� %��'�%�!��$ -� !�!������ �� $��� �-%! ++� ��% ��)



° 12>><E 1=`E@ 1<242; ´g442;@ =>A R=4=9<= f<A6;6C=

 �ö
∀÷ ö æ�êëìíë�÷�� ∈ êîïð �æ�÷��

�� $�� �-++-���� �� � ++ $��� $�� µ¶· ¸½ø µ½¶½¸Á¸Å½� � � ��  ��$% �$ ���$�! ��#
��$'�$�.�+�#  ���$�! ��-�� ��� .�-'% �$�� ��$ -�  ++ $% ���$�-��� ��  �'��%��$ -�
$�� �-��%�$� ���$�! ��� .�-'%�

Ë-%���� ��$��� $�� ßàµ½À¶á½ âÅ½¸ÀÂÀ¸½¶½Ä¿Å �% !��-%� �' % �$��� $�� �%���%�
. $�-� ��� $�� )�%��$�-� �%-! $��  ��$% �$ $- $�� �-��%�$� !-)�+� -� $�� $%'$�
-�  ++ �-%!'+ � -� ùúû �����#  ++ �-%!'+ � -� $�� ü�� +�'+'� ��$�-'$ ��� $�-�  �)
�-�$ ����� -�+� $�� ù -��% $-%� ¤¥ý§�

þ�' ++�# � ��$� �$ $�!��$�  %� �-$ $%�.� + $- �%-.� �� � �)Ï $��%��-%�# )������
�%� $��) $- %�+� -� $���% ��$'�$�-�  �) �-!!-� ����� ���$� ) -� ��%�-%!��� �-�$+�
�%--���Ë�  ��%- �� $��� �%-�+�! ��$� ¶å½¿Á¶½Äá ½¾¸¿À¸ÁãÂÀ¿ÃÄÅÆ� ¡�� �-��%�$�
 �)  ��$% �$ )����$�-�� -� ) $ $����  �) �'��$�-�� $-��$��% ��$� $��  ��$% ��$�-� �'��$�-� �-%! $�� ���'$ �-%  $��-%�! �%-.�% �Ñ���¥�� ¡�� � ��$� �$ $�!��$�
 %� �%--� -�+�� $�-��� �� $�� $��-%�! �%-.�% �'����)� �� �%-.��� $�� -�+�� $�-��
��%���% �+� �-!�+�$�+�  '$-! $�� ++�# -% ��$� +�$$+� �'! � ��$�% �$�-�� $��� $��
 ��$% �$�-� �� � ��  �) �$ � � ��  ��+��) $- $�� !-)�+� �� �-$# �-!� ���-%! $�-�
�+���  �-'�$�%��¨ !�+�� �� ��.�� $- ��)�� $� $-  )������% �� $ � '��� $�� �%%-%�
¡���# $��  ��$% �$�-� �� �-%%��$�)  �) � ��$� -� $��� ���  ��$% �$�-� �� ������)�

D A T A  D E F I N I T I O N S
t y p e  l i s t  =  �
.
.
f u n c t i o n  i n i t ( l )  =  �
.
.
f u n c t i o n  a p p e n d ( d , l )
=  �

A B S T R A C T
D A T A  D E F I N I T I O N S
t y p e  l i s t  =  �
.
.
f u n c t i o n  i n i t ( l )  =  �
.
.
f u n c t i o n  a p p e n d ( d , l )
=  �

                                            c o n s t r u c t i n g
                                            a b s t r a c t i o n s

                                                s a f e t y :
                                               t h e o r e m -
                                                 p r o v e r

                                                f e e d b a c k

ÿ��} �} f:B2`2 67 3;6C<>? E=724F E4=42`2>4E

Ë���  � �� ) $  ��$% �$�-� �� -�$ ���)# Ã¸ÀÄ�á¶½Ä¿Å -� $�� !-)�+  � ���$
 �%-��%$� � � �$ %$� Ñ�%�$# $��  ��$% �$ ) $ $���  �) �'��$�-� )����$�-��  %�
����%$�) ��$- $�� ���$�! ������� $�-� �'��$�$'$��� $�� �-��%�$� )����$�-�� -�
$�� -%���� + !-)�+� *�¨$# $��  ��$% �$ !-)�+ $-��$��% ��$� $�� �%-��%$� $- ��
.�%���)  %� %'� $�%-'��  .�%���% �Ñ��� ¦�� �� $��  ����% �� �-��$�.�# ����# $��
�%-��%$� �-+)� �-% $��  ��$% �$ !-)�+# �$ �-+)� �-% $�� �-��%�$� !-)�+  � ��++
 �) $�� .�%��� $�-� -� $��� �%-��%$� �� �-!�+�$�)� �� �-$# $�� !-)�+ ������% ��.��
 $% �� ��-����  �%-��%$� .�-+ $�-�� *-�# $�� )������% ��-'+) ����� ���$��%
$��� $% �� %��%����$� �-!� %� + ��� .�-'% -� $�� �-��%�$� ���$�! -% ���$��% �$ ��
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 ��� .�-'% $� $ ��  ))�) ��$� $��  ��$% �$�-�� �� $�� �%�$ � ��# $�� �-��+'��-�
-�  � �%%-% �� $�� !-)�+ -% �� $�� �%-��%$� � � �� )% ��Ï  �$�% �-%%��$��� �$# $��
!-)�+ ������% � � �� %'�  � �� ���$� $�� � !� ) $  ��$% �$�-��� �� $�� ���-�)
� ��# $��  ��$% �$�-� ��-'+) �� %����) � +�- �%-.��� $�� � ��$� �$ $�!��$� �-%
$�� ���  ��$% �$�-��  �) $�� %����) !-)�+ �� $��� !-)�+�������)�

C O N C R E T E
M O D E L

A B S T R A C T
M O D E L

                      a b s t r a c t i o n

                                       r e f i n e

                     a d a p t                                                  v e r i f i e r

                              a n a l y s e

                                                 c o u n t e r - e x a m p l e               y e s
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¡�� ! �� �%-�+�! $- �� �-+.�) �� -%)�% $- �%��� $�� )���%���)  ��%- ��
��$- �% �$��� �� �-� $- ��!�+��� $�� �%-���� -� �%-.��� � ��$� �$ $�!��$� ���+�
��)��� �%-! $�� '��%  � ! �� $������ + )�$ �+�  � �-����+��Ë� �%-�-�� $-  ) �$  
$��-%�! �%-.�% $- $�� ����� + ���) -� �%--�� $� $ -�� ���)� $- �%-.�)� �-% � ��$�
-�+�� $�-��� ��)'�$�.� $��-%�! �%-.�%�  %� .�%�  ��%-�%� $� �-% $��� �'%�-���
��)��)# ) $ $����  �) �'��$�-�� -� ) $  %� � $'% ++� )����) '����  %��'%��.�
�$�+�� &����# -�� ���)� ��)'�$�-� �� �%--�� )� +��� ��$� $��!� �� -'% �¨��%�!��$�
)���%���) �'%$��%# �� '��) $��  '$-! $�� ��)'�$�.� $��-%�!��%-.�% �*Ì� ¤¥Í§�

� ÔÛÜ��Ú����Ø ��� ������� 	���Ú�Ü
�ÜÜ��� �������Ö
¡- �. +' $� $�� �% �$�� +  ��+�� ��+�$� -� -'%  ��%- �� ��  ��+��) �$ $-  � ��
�$')�# ����� � � $�� Ç��+���© º-'�)�) È�$% ��!����-� Ç%-$-�-+ �ºÈÇ� ¤É§� ºÈÇ
��  . %� �$ -� $�� �+$�%� $����º�$ Ç%-$-�-+# ���%� -�+�  �-'�)�) �'!��% -�
%�$% ��!����-�� -� � ���$� ��  ++-��)  �) $�!��-'$�  %� '��) $- )�$��$ � ���$
+-���

�� �òè�������óç ��çé��éè
�� !��$�-��)  �-.�# �� '�� $�� �*Ì� ���'$ + ��' �� $- )���%��� $�� �������
� $�-� -� �-��%�$�  �)  ��$% �$ ) $ $����  �) -��% $�-��� Ñ���$�+� ����% $�)
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) $ $����  %� �������) �� $�� )��+ % $�-� -� $���% �-��$%'�$-% �'��$�-��� ,���� +
���$ ���� -� $��� )����$�-� �%�����+�  %� �%��+� ����% $�) ) $ $���� � $�������
$�� '���'� � �$-%�� $�-� �%-��%$�# ���� $��%� ��  åÅÄ�å¸ ���$ �$�� + %��%����$ $�-�
��-��$%'�$-% $�%!� �-% � �� )��-$�) -�¼��$� Ñ-% �¨ !�+�#

WYoZ�YZo[ �� W�� �\UY��\UY
�������� $�� ��$ -� � $'% + �'!��%� � ��) -� $�� �-��$%'�$-% �'��$�-�� �  �)
 $-��$��% ��$� �$� ��+��$-% �'��$�-� ! � �� ��'!�% $�-� ) $ $��� ��  �%��+�
����% $�) ) $ $��� ��$� ���$� )-! �� ����� ��.�� %��� $-  � �!�+���$ )����$�-�
-�  ��++��-'�)�) -%)�%��� -� �$� )��-$�) -�¼��$�ö

[\ZV WYoZ�YZo[ Y� p �"tt]
�*Ì� �%-.�)��  +�-  )����$�-� �%�����+� $- ������� �'��$�-�� ��  �-��$%'��$�.� � �� ä �� �-�� ++�) ¶#Æ¿ÀÄ½¾Á ��  ��$ -� �-�)�$�-� + ��' $�-�� ���'�. +�������

¡�� �'! -� $�- �'!��%� � � �� �������)  � �-++-���
pZ\�Yrt\ �]ZW�$ �\UY� % �\UY��\UY &
rp $ & � Yn[\ %rp $ & W�� �$�� Yn[\ W��]ZW�� �$�� %��

¡�� �)� �� $� $ $���� ��$� ��-'+) )��-$� �-�Þ'��$  �) *-�$��%� � %��%�$�
���$�!� �� -%)�% $- �. +' $� � �� �%-'�) $�%! ��$-  �-��$%'�$-% �%-'�) $�%!�
þ���� $�� ������� $�-� -� �]ZW# �-% ���$ ���# ��  %�  �+� $- � +�'+ $� � �� ��)��
.�)' + �'! -� $�- �-��$%'�$-% �%-'�) $�%!�� &-��.�% �� -%)�% $- �' % �$�� $���
�%-��%$� �� ����% +# $�� ¢$�%!�� $�-�£ -� $�� �������)  +�-%�$�!� � .� $- ��
�%-.�) ����� �� )-�� �� '����  ����% +���-� -� Ë +$��%©�  ��%- �� ¤¥¹§� ����
�*Ì� �%-.�)  �  +�-%�$�! -� ê $- �� $�%!�� $���# �$� %��'%��-� -%)�%��� ��.��
%��� $-  ��� ��)'�$�-� ����!�� È-'��+� ��� ����# � �� � �� � �� -� ê �-%!�
 � �� � �� -� $�� ��)'�$�.� �-%!'+ ���+� � �� %��'%��.�+� )����) � �� �-%!�
 � ��)'�$�-� �$�� �� ����� � �� %��'%��.� � ++ �� $�� )����$�-� ��.�� %��� $-  �
��)'�$�-� ���-$������ Ñ-% ���$ ���# �%-.��� $� $ �]ZW $�%!�� $�� ��� '�� -� �$��%�$  %�'!��$# ��.�� %��� $- $�� �-++-���� ��)'�$�-� ����!�

÷ ' �→ (�)�∧ ∀÷ ö *+, �) '  �! �)��→ �(�! �)��→ (� �! �)�����
∀÷ ö *+, (�)� �¥�

�- .��� /0òèô �ç1 2òè3���óçô �ç 456
�� $�� �-��%�$� ���$�!# � ���$�  %� +��$� -� � $'% + �'!��%�� ¡� $ !� �� $� $
$�� ���$�! �� �����$�� ¡��%��-%�# �� -%)�% $-  %%�.�  $  ���$� .�%��� $�-� !-)�+#
 ) $  ��$% �$�-� ��-'+) �� ��$%-)'��)� ¡�� -��% $�-�� -� +��$� '��) �� $��
!-)�+  %� %�!-.��� $�� �� ) -�  +��$#  ����)���  � �+�!��$ $-  +��$# )���)���
���$��% -�� +��$ ��  �%��¨ -�  �-$��% -��# �$�� �����$�-�� -� $�� ) $ $���  �)
 � �¨ !�+� -�  ) $ -��% $�-� �� $�� �-��%�$� !-)�+  %� ��.�� ��+-�� �*-$�
$� $ �-$� $�� ) $ $���  �) $�� -��% $�-�  %� )����) %��'%��.�+���
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WYoZ�YZo[ \r]� �t\W��Uo �\UY� �So �]rWY��]rWY8
pZ\�Yrt\ Y�t\W�� �\UY� ]�]rWY��]rWY &9 Y�t\W U��[\SW U \UYZoU] � UY Yn[ YUr] tp ]rWY ]Trp ] & \r] Yn[\ �t\W�� � \r]�tYn[o:rW[ �t\W��Uo�]�� Y�t\W�� � �So�]���8

�� ;ç�3ó1���çé � .��� <=ô�3����óç
�� �����$� + �%-��%$� -� $�� �%-$-�-+ �� $�� �-++-����ö ¢�� $�� ���)�% �� $% ��!�$�$���  +��$ > �¢$�� ���'$ +��$£�  �) $�� �%�$ �+�!��$ -� >  %%�.��  $ +� �$ -���  $
$�� %����.�%# $��� $�� ���'���� -� �+�!��$� $� $ $�� %����.��� �+���$ ��$� �¢$��
-'$�'$ +��$£�# �-%!�  �%��¨ -� >£�

�$ � � �� ��-�� $� $ $��� �%-��%$� �-+)� �� ��  +��$ -� �-��%��� $��� � $'% +�
$�� �-++-���� �%-��%$��� �-+)ö
¥� �-%  �� $�- . +'�� ?"  �) ?( -� �-��$�-�� @  �) A %���� �� $�� ���'$ +��$# ��$�

@ B A # ��$��% ?( )-�� �-$ -��'% �� $�� -'$�'$ +��$# -% ?"  �) ?( -��'% �� $��
-'$�'$ +��$ -� �-��$�-�� @′ # A ′ %����# ��$� @′ B A ′ �

¦� Ñ-%  �� $�- . +'�� ?"  �) ?( -� �-��$�-�� @′  �) A ′ %���� �� $�� -'$�'$ +��$#
��$� @′ BA ′ # ?"  �) ?( -��'% -� �-��$�-�� @  �) A %���� �� $�� ���'$ +��$ ��$�
@ B A �
¡� $ ��.�� $�� �-++-���� �)� -�  �  ��$% �$�-� $-  ��+�ö -�� ��-'+) )��$����'��� $�- � $'% + �'!��%� !¥ñ!¦# �����  %�  ��$% �$�) ��$- [C# [D %�����$�.�+�#

���+�  ++ $�� -$��% � $'% +�  %� �-��)��$���'��� �+�  �) $���  %�  ��$% �$�) ��$-
 �  ��$% �$ �+�!��$ \[� ¡�'� �� )����

[\ZV WYoZ�YZo[ [C� [D� \[ � U\UY8
��  %��$% %� +��$ -� � $'% +� �� %��%����$�) �� �$�  ��$% �$�) �� ) �+�!��$#

 �  ��$% �$ %��%����$ $�-� -� $�� ��-+� +��$# ���%� $�� + �$ -�� �� -� $�� �-%!
[�W]# [C]# [D]# [C[D]# [D[C]# [ooto#  �)# �'%$��%!-%�# $�� ���-%! $�-� ���$��%
�$ ��  � �!�$� -%  -����+�!��$ +��$�

&�%�# [ooto ��  �  ��$% �$�-� �-%  � ¢���-%%��$£ +��$# ����  +��$ ��$� )'�+�� $�)
�+�!��$� �$��  ��'!�$�-� �-% $�� ���)�% ��)� �� $� $ -�+� +��$� -� �-��%��� $���
� $'% +�  %� ���$# �'$ -�� ���) $-  ��'%� $� $ �- %���$�$�-� $ ��� �+ ��  $ $��
%����.�% ��)�  � ��++�Ï [�W] %��%����$� �-%%��$ +��$� ���%� �- [C  �) �- [D -��'%#
[C] �[D]� ��  %��%����$ $�-� -� �-%%��$ +��$� ���%� -�+� [C �[D %����� -��'%�Ï
[C[D]# [D[C] %��%����$ +��$� ���%� �-$� [C  �) [D -��'%# �� $�� �-%%���-�)���
-%)�%�� ¡�� )���%��$�-� -�  ��$% �$ ) $ $���� UYUr] � ��$% �$ %��%����$ $�-� -�
$�� +��$ �-�$��$�  �) U]rWY � ��$% �$ +��$� ��  � �-++-��ö

[\ZV WYoZ�YZo[ [�W]� [C]� [D]� [C[D]� [D[C]� [ooto � UYUr]8
WYoZ�YZo[ EZUS�rWT�t\W�"tt]� rWTt\[�"tt]� nS �U\UY� Y]�UYUr]� � U]rWY8
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»�.�� $���� )����$�-�� -� $�� ) $ $���  ��$% �$�-��# ��  %� �-�  �+� $-
)���� $��  ��$% �$�-� �'��$�-�� U \UY# ! ����� �'!��%� $- $���%  ��$% �$�-��#
 �) U ]rWY# ! �����  �-��%�$� +��$ $- �$�  ��$% �$ %��%����$ $�-�# '����  '¨�+� %��'��$�-�� U �t\W  �) U YUr]� *-$� $� $ �-$  %��'%��-� �'$  � ��$%�� $� � ��
 � +���� �� '��) $��%� ��-!� %� $- $�� �-��%�$� � ����

pZ\�Yrt\ UF\UY�U�\UY� � U\UY &
rp U & �C Yn[\ [CtYn[o:rW[ Grp U & �D Yn[\ [DtYn[o:rW[ \[H 8
pZ\�Yrt\ UF�t\W�$ �U\UY� % �UYUr]� � UYUr] &
rp $ & \[ Yn[\ %rp $ & [C U\S % & [�W] Yn[\ [C]rp $ & [C U\S % & [D] Yn[\ [C[D]rp $ & [D U\S % & [�W] Yn[\ [D]rp $ & [D U\S % & [C] Yn[\ [D[C]tYn[o:rW[ [ooto8
pZ\�Yrt\ UFYUr]�]�]rWY� � UYUr] &
rp ] & \r] Yn[\ [�W]tYn[o:rW[ UF�t\W�UF\UY��Uo�]��� UFYUr]��So�]���8
pZ\�Yrt\ �t\WI �]�]rWY� � "tt] &
rp ] & \r] Yn[\ Y
tYn[o:rW[ p8
pZ\�Yrt\ t\[I �]�]rWY� � "tt] &
rp ] & \r] Yn[\ p
tYn[o:rW[ Grp �So�]� & \r] Yn[\ Y

tYn[o:rW[ pH8
pZ\�Yrt\ UF]rWY�]�]rWY� � U]rWY &
EZUS��t\WI �]�� t\[I �]�� UF\UY��Uo�]��� UFYUr]�]��8

J�$ '� %�$'%� $- $�� �'��$�-� Y�t\W �����  $$ ����  � �+�!��$  $ $�� $ �+ -�  
+��$� �� $�� �-++-���� �� )���� �$� �-%%���-�)���  ��$% �$ �'��$�-� U Y�t\W ��$�
$�� ��+� -� $��  '¨�+� %� �'��$�-�� U Y�t\WC  �) UZ$�

pZ\�Yrt\ UFY�t\WC�[�U\UY� Y]�UYUr]��UYUr] &
rp [ & \[ Yn[\ Y]rp [ & [C U\S Y] & [�W] Yn[\ [C]rp [ & [C U\S Y] & [D] Yn[\ [D[C]rp [ & [D U\S Y] & [�W] Yn[\ [D]rp [ & [D U\S Y] & [C] Yn[\ [C[D]tYn[o:rW[ [ooto8
pZ\�Yrt\ UZ$�[� U\UY� ]�U]rWY��U\UY &
rp �t\WI �]� & pp Yn[\ [tYn[o:rW[ nS�]�8
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pZ\�Yrt\ UFY�t\W�[� U[][V � ]�U]rWY��U]rWY &
EZUS�YY� \tY��t\WI �]��� UZ$�[� ]�� UFY�t\WC�[� Y]�]���8

*-�# ��$� $�� �-��%�$�  �)  ��$% �$ ) $ $����  �) -��% $�-�� )����)# $��
$ �� �� $- �%-.� $� $ $��  ��$% �$�-� �� � ��� ¡�� �%-���� -� �%-.��� �� $�� �'�¼��$
-� $�� ��¨$ ���$�-��

K ���L��Ø ��� MÚN��× �N ÔÛÜ��Ú�����Ü

¡- �%-.� $�� � ��$� -�  �  ��$% �$�-� æ �� � .� $- �' % �$�� $� $ �-% � ��
�'��$�-� êOPQO �� $�� �-��%�$� �� �� $��%� ��  �  ��$% �$ �'��$�-� êRST �����
!�!��� êOPQO# ����

æ�êOPQO�)�� ∈ êRST�æ�) �� �¦�
�� -'% %'����� �¨ !�+�# �� ��++ �%-.� $� $ U Y�t\W -�  ��$% �$ +��$� !�!��� Y�t\W
-� �-��%�$� +��$�� �� $��� � �� $��  ��$% �$�-� �� )�$�%!����$��# ���� U ]rWY ! ��
�-��%�$� +��$� ��$-  ��$% �$ +��$� �����  ++-�� '� $- ��!�+���  �) ���$ �$� $� $��
�-�)�$�-� �¦� $-

U ]rWY�Y�t\W�*ñ >�� ' U Y�t\W�U \UY�*�ñ U ]rWY�>��U �Ð�

�� -%)�% $- .�%��� $�� �-�)�$�-� �Ð� �� � .� $- �%-.� �%-��%$��� -� +��$� ����� ��.��
%��� $- ��)'�$�.� �%--��� ¡��%��-%� �� $ ��+�) $���  �) ��!�+ % �%--� -�+�� $�-��
'���� $�� ��)'�$�.� $��-%�! �%-.�% �*Ì�� ¡��  ��$% �$�-� �� '��) ���!� $- ��
% $��% ��!�+�#  �) -�� �-'+) � � $� $ �- �-%! + �%--� �� ���)�) ��%�� &-��.�%#
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 � ��  � +����� &�'%��$���  %� '��) $-  ����� $�� �'����$�) ����!��  ��-%)��� $-
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�� � �� -� ��)'�$�-� ����!�� $��� �� )-�� ��  � +����� $��  ��$% �$ �%--� -�
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��� �-%!'+ 

> ' �t\W��Uo�>�ñ �So�>��→ �(��So�>��→ a �(��So�>����U �Ê�
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. %�-'� %� �-��ö
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)����$�-� ����� ���� �%-.��� ∀÷ñ* ö\UY ∀j ö]rWY ÷ ∈ j→ ÷ ∈ �t\W�*ñj���
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