Taylor-reeks en Taylor-polynoom in 1 en meer dimensies

1. Een-dimensionaal.

e We kennen de Taylorreeks romd= 0 voor deco-differentieerbare functid (x)

f(x) = f(0) +xf'(0) + 2x*f"(0) + ...
o0 Xn
=y —f"0.

Let op: het ‘=" -teken geldt voor allex binnen de convergentiestraal van de reeks.
e Het bijbehorendéN-de graads Taylorpolynoom
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is een benadering vah(x) in de buurt varx = 0, en wel een steeds betere naarmate
we N groter kiezen.

Pn (%) is in de volgende zin de beste benadering ¥&r): van alle mogelijkeN-de
graads polynomen gaat me} het verschil| f (x) — Py(x)| het snelst naar nul als
|x] — O.

e Een praktisch al heel belangrijke benadering is het 1-stady Taylorpolynoom
P (x) = f(0) + xf'(0),

ook wel genoemd de 1-ste orde, of lineaire benaderingfyan in x = 0.
y = P1(x) beschrijft de raaklijn aan de grafiek vdrix) in x = 0.

e lets meer informatie van het gedrag vamabij x = 0 geeft het 2-ste graads Taylorpo-
lynoom
Po(x) = f(0) + xf'(0) + 1x2£"(0),

ook wel genoemd de 2-de orde, of kwadratische benadering ganin x = 0.

e Als f(x) in x = 0 een kritisch punt heeft (d.w.4./(0) = 0), dan heeftf daar een
maximum, minimum, of een buigpunt. Uit het 2-de graads Tggdtynoom volgt dat
als f”(0) > 0 of < 0, dan is het kritisch punt een minimum, resp. een maximura. Al
f”(0) = 0, dan moeten we naar het 3e graads Taylorpolynoom kijkesnf A{0) # O
hebben we een buigpunt. AIE”(0) = 0 en f””(0) # 0 dan hebben we weer een
minimum of maximum, enzovoorts.

e Alles gaat natuurlijk analoog voot = a, in plaats varx = 0. Overal waar in het
rechterlid van de formules staat, vervangen we dit dowr— a. Bijvoorbeeld

fo=f@+x—-af@+z3x—a*f'@+...
etc.

2. Hoger-dimensionaal. De gewone Taylorreeks wordt op voor de hand ligende wijzegeg
neraliseerd naar hogere dimensies, d.w.z. met meer affijkekariabelen. We houden het
hier voor de overzichtelijkheid op dimensie 2, en de funbget nuf (x, y).



We beginnen maar eens met het negeren vag-dfhankelijkheid. Dan staat er niets
nieuws. De Taylorreeks rond= 0 is gewoon

f(x,y) = £(0,y) +xf,(0, y) + 3x* f,x(0, y) + 2x* fxx(0, ) + . ..

ledere term is nu echter ook een functie wadie we kunnen ontwikkelen in een Tay-
lorreeks iny rondy = 0.

f(x,y) = (0,00 + yfy(0,0) + 3y*fy,(0,0) + £y fyyy(0,0) +
X fx(0,0) + Xy fyy(0, 0) + xy* fryy (0, 0) +
IX? f4x(0, 0) + 3x2y frxy (0, 0) +
3% f1xx(0,0) + ...
Dit wordt

o N xm yn-m an
f(x,y) = f(0,0
(*.y) g(mzzo mi(n — m)! axmaynm ¢ ))
Let op de telling in de binnen-som! We nemen telkens die tarbieelkaar waarvan de
somvan de afgeleiden gelijk is aan Zo’'n term heet van de orde omdat bij lineaire
schalingx = h&, y = hn volgt x™y"™™ = h"¢™»"~™_ Dit is van belang alx, y — 0.
Beschouw namelijk in poolcodrdinaten=r cosd, y =r sing. Dan is

X"y =r"cos"gsin"™H = Or") alsr — 0.

Merk op:
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zodat de formule wordt
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Het bijbehorendeN-de graads Taylorpolynoom
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is dan een “besteN-de orde polynoombenadering véiix) in de buurt van(0, 0).
De vergelijkingz = Py (X, y) beschrijft een (i.h.a. gekromd) viak dat(®, 0) raakt aan
het opperviakz = f (X, y),

De lineaire of 1-ste orde benadering van
Pi(x,y) = f +xf, + yfy
beschrijft het raakvlak aan de grafiek v&nn (0, 0).
De 2-de orde benadering vdnis het gekromde opperviak
Pa(X, y) = T +xfy + yfy + 2x% fx + Xyfyy + 2y* fyy
dat een (platgedrukte) paraboloide kan zijn of een zadelvla

Alles gaat geheel analoog voor het p@atb) in plaats van(0, 0). Overal waar in het
rechterlid van de formules staat, vervangen we dit doar— a, en idem voory door
y — b. Analoog wordtf..(0, 0) vervangen dooff..(a, b).



