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Top tien van getallen (Clifford Pickover, 2001)

1. 0
2. s
3. e
4. 1
5. V2
0. 1
7. 2
3. vy
9. Y
10. No
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3.141592653. ..
2.718281828...

v—1

1.414213562...

0.5772156649...

onberekenbaar

oneindig

Archimedes, Ludolph
Napier, Euler
Gauss

Pythagoras

Euler, Mascheroni
Chaitin

Cantor
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Getallen verzameld

e [Nl — Natuurlijke getallen: 0, 1, 2, ...

e [Z] — Gehele getallen: ...
o . — Rationele getallen: ...
o [R — Reéle getallen: ...,

e [@ - Complexe getallen: ...

e Keten van uitbreidingen:
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Geneste verzamelingen van getallen
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Getallen als meetkundige punten: topologische structuur
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Bewerkingen op getallen: algebraische structuur

.: a+b (optellen), axb (vermenigvuldigen), a® (machtsverheffen)

Z): a—b (aftrekken: |[@=NE0)
@: a/b (delen: |[EESNENE)

B: ¥a (worteltrekken: [Gegd),
logpa (logaritme: (@)

.: nulpunten van polynomen, bijv. 72 +1=0
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Potentieel oneindige processen (...)
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Oneindig bij limiet van rij (n — o0)
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Oneindig bij limiet van reeks (3°72 ;)
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Oneindige getallen

e Topologisch: limiet — oo

e Algebraisch: [Destaatiniet (co—1=7ofwel 74+ 1=00)
e Maat voor grootte van verzamelingen: kardinaalgetallen als Xg

e ‘Maat’ voor ordeningen: ordinaalgetallen als w en ¢g
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Knikkerspel 1

4 N

Pak telkens een knikker:

e Verwijder 'm

Eindigt dit? Na hoeveel zetten?
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Knikkerspel 2
a I

Pak telkens een knikker:

e Als blauw, dan verwijderen

e Als wit, dan vervangen door [éeniblatiwe
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Knikkerspel 3
4 I

Pak telkens een knikker:

e Als blauw, dan verwijderen

o Als wit, dan vervangen door [ilIEKEUGIEAISENENBISHE
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Knikkerspel analyse

1. Eindigt na W 4+ B stappen
2. Eindigt na 2xW + B stappen

3. Eindigt na ten hoogste w*x W + B stappen
1, . o — o —« o < @®:- - -
w1 l\\\
O.: Qo <« @ < @ <« @ o o
0 1 2 3 4
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Lottobalspel

-

~

Pak telkens een N-genummerde |lottobal:

+ Vervang door [illEREURGIENEMEEIIETETNVaaTagH:

d.w.z. (n) vervangen door (<n) (<n) ... (<n)
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Bewerkingen op natuurlijke getallen

Opvolger (1 erbij): .

Optellen (herhaald 1 erbij): -
Vermenigvuldigen (herhaald optellen): -

ax0=0 axl=a axbl=axb+a ax(b+c)=axbt+axc

Machtsverheffen (herhaald vermenigvuldigen): -

b

=1 al =a al = ¢
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Decimale notatie

Ieder natuurlijk getal is op unieke wijze te schrijven als

som van machten van 10 met coéfficienten < 10.

Voorbeeld:

200 + 60 + 6
2x100+6x10+6%1
B2« 102 + 8« 101 + J8)« 100
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Notatie in grondtal G > 2

Ieder natuurlijk getal is op unieke wijze te schrijven als

som van machten van G met coefficienten < G.

Voorbeeld met G = 2 (binair):

266

256 + 8 + 2
28 + 23 4 21

Voorbeeld met G = 3 (ternair):

266 = 243+ 18+3+2
3> +@+<3% + 31 + 8« 3°
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Super-G-notatie met grondtal G > 2

1. Noteer in grondtal G.

2. Herhaal met de exponenten.
3. Stop zodra alle getallen < G.
Voorbeeld met G = 2:

28 4234 92
223_|_22-|-1_|_2

266
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Goodstein-rij van N >0 en G > 2

5.

. Schrijf N in super-G-notatie .

. Vervang hierin elke G door G + 1.

. Verlaag nieuwe N met 1.

Verhoog G met 1.

Stop als N = 0, anders vanaf stap 1 herhalen.

© 2002, T. Verhoeff
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Goodstein-rij biy N =266 en G =2
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Volgnr. N G
1 266 2]
2211 4+ 22+1 4 o
33 433+ 431
2 443 ...886 (39 cijfers) | 3
3377 4 33+1 4 0
AR T R
3 323...681 (617 cijfers) | 4
4457 44+ 1
55°7! 55+l 411
4 ... (> 10000 cijfers) | 5
55°11 4 55+1
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Stelling van Goodstein (1944)

Elke Goodstein-rij eindigt met N = 0.

't Kan even duren:

e N =3, G =2 eindigt na B stappen

o N=4,G=2 cindigt na [SRSIOSOSEIISGISHOI stapper
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Bewijsbaarheid van Stelling van Goodstein

Stelling van Kirby en Paris (1982):
De Stelling van Goodstein volgt niet uit de Peano Axioma’s.

‘Gewone’ inductie is niet toereikend, Goodstein rij ‘groeit te snel’.

Elk bewijs van de Stelling van Goodstein vergt (een vorm van)
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Ordinaalgetallen t/m w

Ordinaalgetal is verzameling van al zijn _:

w is kleinste [OREINGIGE ordinaalgetal:
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0

1
2
3

8

10}

10, 1}
{0, 1, 2}

{0, 1, 2, ...

{0, 1, 2, ...

) N_l}

N < w voor alle N € N
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Rekenen met ordinaalgetallen

Opvolger (1 erbij): a|=aU{a}

Cimies: () o A<l A2, ..., dXwW

acA

Optellen (herhaald 1 erbij)
Vermenigvuldigen (herhaald optellen)

Machtsverheffen (herhaald vermenigvuldigen)
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Meer oneindige ordinaalgetallen

w, w41, w42, e, wtw= wx2

wx2+1, w*x24 2, 1, wx2+w=w*x3
1, w * 4, 1, w * 5, é, wrxw = w2
w2—i—1, 1, w2—|—w, é, w2—|—w2=w2*2
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Normaalvorm voor ordinaalgetallen < w%

Normaalvorm van a < wY:

o = wk*ck—l—wk_l*ck_l—|—...—|—w2*02—|—w*cl—|—co

waarbij k en alle ¢; eindig zijn.

Vergelijk met [deCimaleinotatiel

N = 10Fx¢, +10" 1, 14+ ...+ 10%xco+ 10 %1 + cg

waarbi} 0 < ¢; < 10, maar nu [SHBEORENSAENEBBTEIENESH].

Zelfde structuur als een lijst natuurlijke getallen: [cg,ci_1,-..c1,col.

© 2002, T. Verhoeff Oneindig—28



Op naar epsilon nul

2 w
O? 17 b} w? ) w*27 9 w 9 ) w
w¥ 4+ 1, ., w2 : W xw = w1
2 w
w2 w w
) w ) ) w ) ) w
w w
w? wv _
, W : e, W = €p
w X

eg IS kleinste oplossing van
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Normaalvorm voor ordinaalgetallen < ¢g

Normaalvorm van a < €p:
o = wﬁk*ck—l—wﬁk—l *ck_l—l—...—l—wﬁo*co

waarbij k£ en alle ¢; eindig zijn en ¢; = 0, en

a> B> Br_1>...> Po

Vergelijk me | EIFSEGERGNE|, maar n [GBEIENSIENEEEEENEEH|.

Zelfde structuur als een boom met positieve natuurlijke getallen.
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Bewijs van Stelling van Goodstein

Schrijf N in super-G-notatie.
Vervang hierin iedere G door w .

Het resultaat (N, G) is een ordinaalgetal < ¢g.

Bijvoorbeeld: [(BBOIBIB R

Claim: Als N’, G’ de opvolger in de Goodstein-rij bij N,G is, dan is

p(N',G") < p(N,G)

Ordinaalgetallen zijn welgeordend : elke dalende rij eindigt.
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Slot

e &3] is geen getal (algebra), wel limiet (topologie)

e Ordinaalgetallen (rangorde):

w-"

0,1, 2, w,w4+1 w2, w2, W, W =-,...

e Kardinaalgetallen (aantal):

0, 1, 2, Ry, 20 =¢, Ny, ...
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