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Continue stochastische variabele

We schieten een pijl op een schietschijf. X is de afstand van de pijl tot het

centrum.
Een willekeurig getal tussen O en 1.
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De cumulatieve verdelingsfunctie
van een stochastische variabele is

Fx(X) = P[X < X]
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Voor een stochastische variabele X geldt:

e Fx(—o0) = 0 en
Fx(OO) =1

e Voor elke x’ > x geldt
Fx(X) > Fx(x).

o Fx(x2) — Fx(X1) =
P[x1 < X < Xo].
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X is een continue stochastische variabele als de cumulatieve verdelingsfunc-

tie continu 1is.

X neemt een willekeurige waarde aan op het interval [0, 1] met alle moge-
lijke uitkomsten even waarschijnlijk.

O alsx<0O
Fx(X) ={x alsO<x<1
1 alsx>1
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Kansdichtheid

De kansdichtheid van een continue
stochastische variabele is:
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Voor een continue stochastische variabele X met kansdichtheid fx:

o fx(X) > Ovoor alle
X.

o FxX(X)
f fx(u)du

° foo fx(X)dx =1
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X2

P[Xx1 < X < X2] = / fx (X) dx

X1
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We doen drie trekkingen na elkaar waarbij we een willekeurige waarde aan-
nemen tussen O en 1 met alle uitkomsten even waarschijnlijk. Zij Y het
maximum van de drie uitkomsten.

We hebben:
0O alsy<0O
Fv(y) =1y® alsO<y<1
1 alsy>1
0 alsy <0
fy(y) =13y? alsO<y<1
0 alsy > 1
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De verwachting van een continue stochast X is

(©.¢)

E[X]=ux = f X fx (X) dX.
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/ faculteit wiskunde en informatica 10/38



I! ! { technische universiteit eindhoven

Zij X een trekking waarbij we een willekeurige waarde aannemen tussen O

en 1 met alle uitkomsten even waarschijnlijk.
We doen drie trekkingen na elkaar van X. Zij Y het maximum van de drie

uitkomsten.
We hebben:
0O alsx<0O 0 alsy <0
fx(x) =41 alsO<x<1 fy(y) =13y? alsO<y<1
0O alsx>1 0 alsy > 1
E[X] =3 E[Y] =3
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De verwachting van een functie g(X) van een stochastische variabele X is:

E[g(X)] = f 900 Fx () dx
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E[X?] = /OO X2 fy (X) dx

Var[X] = / (X — ux)? fx (x) dx

—00
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Voor een stochastische variabele:
e E[X—pux]=0

e E[aX + D] =
aE[X]+Db

e Var[X] = E[X?] —
5

e VarflaX + b] =
a?Var[X]
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X is een uniform(a, b) verdeelde stochastische variabele als:

1 alsa<x<b 0 alsx =2
fy(x) = {P-a - Fx(x) =152 alsa<x<b
0 anders a
1 alsx > b
_a+b _ (b—a)?
E[X] = > Var[X] = -
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X is een exponentiéle (1) verdeelde stochastische variabele als:

1—e™ alsx>0
0 anders

re™  alsx >0
0 anders

fx(X) = { Fx(X) = {

E[X] = E Var[ X] = i
A Y
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Als X een exponentiéle (1) verdeelde stochastische variabele is dan is
K = [X]

een geometrische(p) verdeelde stochastische variabele met p =1 — e,
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X is een Erlang (n, 1) verdeelde stochastische variabele als:

[ Anxn—le—kx

fu(x) =4 (-1
x(X) AO anders

Ka—A
Zwex als x > 0

alsx >0

Fx(X) =

0 anders

E[X] = ; var[X] = -
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X is een Gaussisch (u, o) verdeelde stochastische variabele als:

1
fy(X) = o~ (X—w?/(20?)

N 2mo?

E[X]=p  VarfX]=o?
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De standaard normaal verdeelde sto-
chastische variabele Z is de Gaussisch
(0, 1) verdeelde stochastische variabele.

De cumulatieve verdelingsfunctie van de standaard normaal verdeelde sto-
chastische variabele is:

®(2) = erf(z) := —U%/2 4y,

1 V4
— e
BV 21 ,/—oo

Als X een Gaussisch (u, o) verdeelde stochastische variabele dan geldt:

Fx(X) = ® (X_—“)
o)

/ faculteit wiskunde en informatica 20/38



technische universiteit eindhoven

()

/ faculteit wiskunde en informatica 21/38



I! ! { technische universiteit eindhoven

b(—2)=1— D(2)

£

0.4t

0.3F

0.2
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®(-2)

1-®(z)
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The standaard normale complementaire cumulatieve verdelingsfunctie is:

Q) =P[Z >z = ~240=1— d(2)

=l
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The delta functie

Zii
1
doo =% als 5 <x <5
O anders

De eenheids impulsfunctie is:

3(X) = Iim0 ds (X)
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Delta functie

1/e

—€/2

€2
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De interpretatie:
lsx=0
5(x) = {oo als

0 anders

werkt niet want hoe moeten we hier mee rekenen?
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Voor elke continue functie g(X)

geldt:

f g(X)8 (X — Xp) dX = g(Xo)

Dit wordt de zeefeigenschap ge-
noemd.
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De eenheids stapfunctie wordt gedefinieerd als:

Y = O alsx<0O
|1 alsx>0

We hebben:

f S(v)dv = u(x)

—00
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Voor een discrete stochastische variabele met bereik Sx = {X1, X2, ...} geldt:

Fx00 = Y Px(X)u(x — )
Xj € Sx
en
fx() = ) Px()8(X — Xi)

Xi € Sx
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Gemengde stochastische variabelen

X wordt een gemengde stochastische variabele genoemd als fx(x) zowel
impulsen als eindige waarden ongelijk aan nul aanneemt.
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Afgeleide stochastische variabelen

Als we een afgeleide stochastische variabele
Y =9g(X)

hebben dan willen we de kansverdeling en de kansdichtheid kunnen bepa-
len gegeven de verdeling van X.
We doen dit meestal in twee stappen:

e Bepaal de cumulatieve kansverdeling
Fy(y) = P[Y <yl

e Bereken de kansdichtheid fy(y) via de af-

geleide fy(y) = dFdL)fy).
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Zij X een uniform(0, 1) verdeelde stochastische variabele.
Bepaal de cumulatieve verdelingsfunctie en de kansdichtheid van de sto-

chasten:
e Y1 = 100X,
o Y= X2,
o Y3= X3
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Zij Y = aX meta > 0, dan heeft Y als kansverdelingsfunctie en kansdicht-
heid respectievelijk:

Fe(y) =Fx (%),  fr(y) =2fx(2)

Y =aXmeta > 0:
e Als X uniform(b, c) is dan is Y
uniform(ab, ac),

e Als X exponentieel(A) is dan is Y
exponentieel(A/a),

e Als X Erlang(n,A) is dan is Y
Erlang(n, A/a),

o Als X Gaussisch(u, A) isdanis 'Y
Gaussisch(au, ao),
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Zij Y = X 4 b, dan heeft Y als kansverdelingsfunctie en kansdichtheid
respectievelijk:

Fy(y) = Fx(y — b), fy(y) = fx(y —b)
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Zij U een uniforme(0, 1) verdeelde stochastische variabele. Zij F(X) een
cumulatieve verdelingsfunctie met een inverse F~! gedefinieerd op [0, 1].
Dan heeft de stochastische variabele X = F~1(U) een kansverdelingsfunc-
tie Fx(X) = F(X).
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Conditionele verdelingsfunctie gegeven een ge-
beurtenis

Voor een stochastische variabele X met kansdichtheid fx(X) en een gebeur-
tenis B C Sx met P[B] > 0de conditionele kansdichtheid gegeven B is:

X Jsx e B

Txis00 = {OP[B] anders
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Een stochastische variabele X resulterend van een experiment en een parti-
tie By, By, ..., By van de uitkomstenruimte met conditionele kansdichthe-
den fxg (X), heeft een kansdichtheid:

fx(X) = > fxg (O P[Bi]
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Conditionele verwachting gegeven een gebeur-
tenis

Gegeven dat X € B dan is de conditionele verwachting van X gelijk aan:

E[X|B] = foo X fxB(X) dX.

-
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